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PENDAHULUAN 
 

1.1 PENDAHULUAN 

 Persamaan diferensial (yang selanjutnya disingkat PD) adalah 
persamaan yang mengandung turunan-turunan dari suatu fungsi 
yang tidak diketahui yang dinamakan y(x) dan yang ditentukan dari 
persamaan tersebut. PD muncul dalam banyak penerapan misalnya di  
bidang teknik, pertanian, ekonomi dan lain-lain. Contoh PD: 

1. 
dx

dy
= 0 

2. 
dx

dy
 + xy = ex 

3. 

2

2

2










dx

yd
 + x = 

3










dx

dy
 

4. y  + 4y = 0 dimana y  = 
2

2

dx

yd
 dan 

dx

dy
y   

5. y  = cos x  

6. 
dx

dy
= 

yx -

 yx

5

5 
 

7. 4
2

2


dx

yd

dx

dy
 + 4y = sin x 

8. 
2

2

dt

Qd
 - 3 

dt

dQ
 + 2Q = sin 2t 
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9. 
2

2

x

z




+ 

2

2

y

 z
= 0 

10. 
2

2

x

u




+ 5 

2

2

y

 u
= ex. 

 PD dibedakan atas dua jenis, yaitu PD biasa (PDB)  dan PD 
parsial (PDP). PD biasa adalah suatu PD yang hanya mengandung 
satu variabel.bebas. Hal ini dapat dilihat pada Contoh 1 s.d. 8. 
Sedangkan pada Contoh 9 dan 10 terlihat bahwa variabel bebasnya 
lebih dari satu atau dengan kata lain melibatkan turunan parsial 
dinamakan PD parsial. 

 Suatu PD dikatakan berorde n jika turunan ke-n merupakan 
turunan tertinggi. Sementara itu, derajat PD adalah pangkat tertinggi 
dari turunan tertinggi pada suatu PD. 

 

1.2  KONSEP PENYELESAIAN  PDB      

 Suatu fungsi y = g(x) dikatakan merupakan penyelesaian PDB 
apabila g(x) didefinisikan dan dapat didiferensialkan sehingga 
persamaan tersebut menjadi suatu identitas (kesamaan) pada PDB 
tersebut. Hal utama dalam PDB dan penerapannya adalah untuk 
mencari semua penyelesaian persamaan yang diberikan. Namun 
demikian, sebelum semua itu dibahas lebih lanjut, pada bagian ini 
dibahas bagaimana menentukan PD jika diketahui penyelesaiannya.  

 

1.3 MENENTUKAN PDB 

 Langkah-langkah untuk menentukan PDB jika diketahui atau 
diberikan suatu penyelesaiannya adalah sebagai berikut: 

1. Tentukan banyaknya konstanta sebarang. 

2. Turunkan sebanyak konstanta sebarangnya. 
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3. Jika penyelesaian itu didiferensialkan sehingga konstanta 

sebarangnya sudah lenyap maka hasil diferensialnya 

merupakan PDB. 

4. Jika konstanta sebarangnya masih ada maka lenyapkan 

(eliminir) konstanta sebarangnya sesuai dengan aturan yang 

ada. 

Contoh 1.1.  Tunjukkan bahwa y = x2 + c1 x + c2  adalah penyelesaian 
dari PDB  2y . 

Penyelesaian. Oleh substitusi diperoleh  identitas 2 = 2, yakni dari y = 
x2 + c1 x + c2 diturunkan sekali dan dua kali, berturut-turut diperoleh 

y = 2x+c1 dan 2y . 

Jadi 2 = 2. Dengan demikian y = x2 + c1 x + c2 adalah penyelesaian dari 
2y . Persamaan  y = x2 + c1 x + c2 dimana terdapat dua konstanta 

sebarang c1 dan c2 ini disebut “penyelesain umum”. Sementara itu,  y = 

x2 + 3x + 2 adalah penyelesaian “khusus” (partikulir) dari PDB "y = 2 

yang diperoleh dari penyelesaian umum setelah mengganti c1 dengan 
3 dan c2 dengan 2, berdasarkan ketentuan yang diberikan. 

 

Contoh 1.2. Tentukan  PDB yang penyelesaiannya   y = x2 + A + B. 

Penyelesaian. Konstanta A daan B dapat dijadikan satu saja yaitu C 
sehingga  y = x2 + A + B dapat ditulis  menjadi y = x2 + C. Konstanta 
sebarangnya hanya satu yaitu C sehingga hanya diturunkan satu kali 
(turunan pertama), yakni: 

y = 2x  atau  
dx

dy
 = 2x. 

Terlihat bahwa konstanta sebarangnya tidak ada lagi sehingga 

y = 2x  atau  
dx

dy
 = 2x 

adalah PDB ditanyakan. 
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Contoh 1.3.  Tentukanlah PDB yang penyelesaiannya   y = Aex+B . 

Penyelesaian.  Bentuk  y = Aex+B dapat ditulis ulang menjadi 

y = Aex . eB 

   = AeB . ex. 

Bentuk AeB dapat digantikan oleh satu konstanta sebarang saja, 
katakanlah C, sehingga bentuk  y = Aex+B dapat dituliskan menjadi  

                                                y = Cex.                                                              (1.1) 

Dengan demikian konstanta sebarangnya hanya satu, sehingga hanya 

diturunkan satu kali, diperoleh y = Cex. Terlihat bahwa konstanta C 

masih ada. Untuk itu konstanta C harus dieliminir. Caranya yaitu 

substitusikan Persamaan (1.1)  pada y = Cex, sehingga diperoleh  PDB 

yang ditanyakan, yakni 

y  =  y   atau  y – y = 0.  

Contoh 1.4. Carilah PDB yang penyelesaiannya  x2y3 + x3y5 = C. 

Penyelesaian. PDB yang diberikan diturunkan terhadap x satu kali, 
diperoleh 

2xy3 + 3x2y2 
dx

dy
 + 3x2y5 + 5x3y4 

dx

dy
 = 0, 

adalah PDB yang ditanyakan karena konstanta sebarangnya sudah 
lenyap. 

 

Contoh 1.5.  Tentukan PDB yang penyelesaiannya  y = A cos 2x + B sin 
2x, dengan A dan B konstanta sebarang. 

Penyelesaian.  Dari persamaan y = A cos 2x + B sin 2x, diperoleh 

dx

dy
 = -2A sin 2x + 2B cos 2x 

       = -4A cos 2x – 4B sin 2x 
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          = - 4(A cos 2x + B sin 2x). 

Akibatnya, diperoleh hubungan 

y  = -4y  atau y   + 4y = 0, 

adalah PDB yang ditanyakan. 

 

Contoh 1.6. Tentukan PDB yang penyelesaiannya   y = Ae2x + Bex + C. 

Penyelesaian.  Jika persamaan y = Ae2x + Bex + C diturunkan sekali, 
dua kali, dan tiga kali, berturut-turut diperoleh 

 y   = 2Ae2x + Bex 

y   = 4Ae2x + Bex 

y  = 8Ae2x + Bex. 

Perhatikan bahwa 

xAeyy 2" 2'  

xAeyy 2""' 4 . 

Akibatnya, diperoleh hubungan yang merupakan PDB yang 
ditanyakan, yakni 

 '""''' 2 yyyy  . 

Contoh 1.7. Tentukan  PDB dari lingkaran-lingkaran yang jari-jarinya 
tetap r dan dengan pusat terletak pada sumbu X. 

Penyelesaian.  Persamaan lingkaran itu adalah 

                                       (x – C)2 + y2 = r2                                                        (1.2) 

dimana C  konstanta sebarang. Turunkan terhadap x diperoleh 

2(x – C) + 2y 
dx

dy
 = 0, 

atau 
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(x – C) + y 
dx

dy
 = 0, 

atau 

(x – C) = - y 
dx

dy
. 

Substitusikan persamaan terakhir ini ke Persamaan (1.2), diperoleh 

y2 

2










dx

dy
 + y2 = r2, 

adalah PDB yang ditanyakan. 

 

Soal Latihan  

Tentukan PDB yang penyelesaiannya: 

1. Ax2 + By2 = 100, dimana A dan B konstanta sebarang. 

2. y = C1 sin x + C2 x, dimana C1 dan C2 konstanta sebarang. 

3. y = Ax + B, dengan A dan B konstanta sebarang. 

4. y = ex+A, dengan A konstanta sebarang. 

5. y = sin (x + A), dengan A konstanta sebarang. 

6. y = Aex + B,  dengan A dan B konstanta sebarang. 

7. ln y = Ax2 + B, dengan A dan B konstanta sebarang. 

8. y = A cos (x/8) + B sin (x/8), dengan A dan B konstanta sebarang. 

9. Tentukanlah PDB dari lingkaran yang berjari-jari r yang berpusat 
pada sumbu Y. 

10. Tentukan PDB yang penyelesaiannya  y = C1 sin x + cos y = C x. 
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PDB ORDE SATU DERAJAT SATU 
 

 Bentuk umum PDB orde satu derajat satu dapat ditulis 
dalam bentuk 

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. 

Bentuk ini dapat pula dimanipulasi menjadi bentuk yang lain dengan 
pengertian yang sama. Sebagai contoh, pada bentuk  

(y + x) dx + (y – x) dy = 0, 

terlihat bahwa 

M(x,y) = (y + x)  dan   N(x,y) = (y – x). 

Bentuk di atas dapat pula ditulis menjadi  

dx

dy
+ 0



x -y

xy
. 

PDB orde satu derajat satu dapat diselesaikan dengan menggunakan 
beberapa metode, yang akan dibahas di bawah ini. 

 

2.1 MEMISAHKAN PEUBAH 

 Kadang-kadang bentuk  M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 dapat 
diubah menjadi P(x)dx + Q(y)dy = 0 dimana P(x) adalah suatu fungsi 
dari x saja dan Q(y) adalah suatu fungsi dari y saja. Persamaan 
demikian dinamakan persamaan dengan peubah terpisah 
(memisahkan peubah) atau persamaan yang dapat dipisahkan. 
Dengan mengintegralkan kedua ruas maka diperoleh 

 dxxP )( +  dyyQ )(  = 0. 
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Jika diasumsikan bahwa P dan Q adalah fungsi yang kontinu, maka 
integral di atas ada dan dengan menghitung integral tersebut 
diperoleh penyelesaian umumnya. 

 

Contoh 2.1. Selesaikanlah PDB  y y  +4x = 0. 

Penyelesaian. Dengan pemisahan peubah maka di dapat: 

y 
dx

dy
 + 4x = 0, 

atau y dy = -4x dx,      atau                         y dy + 4x dx = 0. 

Dengan mengintegralkan maka didapat  

 ydy  +  xdx4  = 0  

2

1
 y2 + 

2

4
x2 = C   atau  2y2 + 4x2 = C, 

yang menggambarkan suatu keluarga ellips. 

 

Contoh 2.2. Selesaikanlah PDB  y  = 1 + y2.  

Penyelesaian. 

y  = 1 + y2 

dx

dy
= 1 + y2 

2y1

dy


= dx 


 2y1

dy
dx 

arc (tan y) = x + C    atau  y = tan (x + C). 
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Contoh 2.3. Selesaikanlah PDB y  = -2xy. 

Penyelesaian. PDB dapat ditulis 

          
dx

dy
 = -2xy 

          
y

dy
= -2x dx 


y

dy
=   xdx2  

yln - x2 + C. 

 

2.2 PDB HOMOGEN 

 Dari bentuk  M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 dikatakan PDB 
homogen bila M(x,y) dan N(x,y) homogen dan berderajat sama. PDB 
ini diselesaikan dengan substitusi 

v = 
x

y
 atau  y = vx, 

sehingga diperoleh 

dy = v dx + x dv. 

 

Contoh 2.4.  Selesaikanlah PDB  (x + y)dx + (y – x)dy  = 0. 

Penyelesaian. PDB ini dapat diubah menjadi  

yx

yx

xy

yx

dx

dy











)(

)(
, 
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atau 

x

y
x

y

dx

dy







1

1

 .       

   (2.1) 

Misal y = vx, sehingga dy = v dx + x dv. Substitusikan pada Persamaan 
(2.1), diperoleh 

v + x 
v

v

dx

dv






1

1
 

atau 

           

x 
v

)v(vv
v

v

v

dx

dv











1

11

1

1
, 

yang disederhanakan menjadi 

x 
v

v

dx

dv






1

1 2

  atau  
21

1

v

v




dv = 

x

dx
. 

Dengan pengintegralan diperoleh      

         




x

dx
dv

v

v
21

1
 

         



 x

dx
dv

v

v

v

dv
22 11

 

 arc tan v – 
2

1
ln (1 + v2) = ln x + C 

         arc tan v = ln (1 + v2)1/2 + ln x + C 

arc tan (y/x) = ln x 

2/1

2

2

1 









x

y
 + C, 
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adalah penyelesaian PDB yang diminta. 

 

Contoh 2.5. Selesaikan PDB  (2x 3 + y3) dx – 3xy2 dy = 0. 

Penyelesaian. PDB dapat ditulis menjadi 

3xy2 dy = (2x3 + y3) dx 

atau 

2

2

3

3

2

33

3

2

3

2

x

y

x

y

xy

yx

dx

dy





 . 

Misal  v = 
x

y
, sehingga    

dy = v dx + x dv  dan 
dx

dy
 = v + x 

dx

dv
. 

Substitusikan pada PDB, diperoleh 

           v + x 
dx

dv
 = 

2

3

3

2

v

v
 

x 
dx

dv
= 

2

3

3

33

3

22

3

32

v

v

v

vv 



 

 dv
v

v

x

dx
3

2

22

3


 . 

Dengan pengintegralan diperoleh 

 
 x

dx

v

dvv
3

2

22

3
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ln 

2/1

3

3

1 









x

v
 + ln x + C = 0  atau ln x

2/1

3

3

1 









x

v
+ C = 0, 

adalah penyelesaian PDB yang diminta. 

 

2.3 PDB DENGAN KOEFISIEN LINIER 

 Bentuk umum PDB dengan koefisien linier adalah 

(ax + by + c) dx + (px + qy + r) dy = 0.                               (2.2) 

1. Bila c = 0 dan r = 0 maka bentuk (2.2) menjadi 

       (ax + by) dx + (px + qy) dy = 0, 

       adalah PDB homogen sehingga dapat diselesaikan dengan 

        mensubstitusikan  v = 
x

y
.     

2. Bila px + qy = k (ax + by) dimana k = konstanta, maka bentuk  (2.2) 

        menjadi  

   (ax + by +c) dx + k(ax + by) + r dy = 0.                                (2.3) 

       Misalkan ax + by = z, sehingga diperoleh 

         a dx + b dy = dz, 

      dan 

                dy = 
b

adxdz 
. 

       Akibatnya bentuk (2.3) menjadi 

(z + c) dx + (kz + r) dy = 0 

(z + c) dx + (kz + r) (
b

adxdz 
) = 0 

b(z + c) dx + (kz + r) dz – a(kz + r) dx = 0 



PDB ORDE SATU DERAJAT SATU 13 

 

b(z + c) – a(kz + r) dx + (kz + r) dz = 0, 

  merupakan PDB dengan variabel terpisah. 

3. Bila 
q

b

p

a
 ; c  0 dan r   0. 

      Diselesaikan dengan memisalkan  

 ax + by + c = u 

 px + qy + r = v 

 adx + bdy = du 

 pdx + qdy = dv 

 
bpaq

bdyqdu

qp

ba

qdv

bdu

dx



 . 

 Substitusi pada Persamaan (2.3), diperoleh PDB homogen. 

 

Contoh 2.6.  Selesaikanlah PDB (x + y + 1) dx + (2x + 2y + 1) dy = 0. 

Penyelesaian.  Misal  x + y = z, sehingga                   

dz = dx + dy atau dy = dz – dx. 

PDB menjadi 

 (z + 1) dx + (2z + 1) (dz – dx) = 0 

 (z + 1) dx + (2z + 1) dx –(2z + 1) = 0 

 -zdx + (2z + 1) dz = 0. 

Dengan pengintegralan diperoleh 

 dz
z

dx 



2

12
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 x = 2z + ln z + c 

 x = 2(x + y) + ln (x + y) = c, 

adalah penyelesaian PDB yang diminta. 

 

Contoh 2.7. Carilah solusi dari PDB  (x + 2y – 1) dx + (2x – y –7) dy = 0. 

Penyelesaian.  Misal  x + 2y – 1 = u, dan 2x – y –7 = v, sehingga 
diperoleh 

                  dx + 2dy = du 

2dx – dy = dv 

dx = 
5

2

41

2

12

21

1

2

dvdudvdudv

du












 

  

dy = 
5

2

41

2

12

21

2

1

dvdududvdv

du











. 

Substitusikan  pada PDB  semula, diperoleh 

u 0
5

)2(

5

)2(







 dudv
v

dvdu
 

0
5

22


 vduvduudvudu
 

(u + 2v)du + (2u – v)dv  = 0 

(2u – v)dv = - (u + 2v) du 
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)2(

)2(

vu

vu

du

dv




 , 

yang merupakan PDB homogen. Selanjutnya, dengan memisalkan  

z = z
du

dz
u

du

dv
,

u

v
 , 

PDB homogen ini dapat ditulis menjadi 

)
2

21
(

2

)21(

z

z

u

v
u

v

du

dv










  

z+ 
2

)2(21

2

21











z

zzz

du

dzu

z

z

du

udz
 

u 
2

41 2






z

zz

du

dz
, 

dan dengan pengintegralan diperoleh 

 



u

du
dz

zz

z
241

2
 

             -
2

1
(1 + 4z - z2 ) = ln u + c 

ln (1 + 4 )
2

2

u

v

u

v
 1/2  u + c = 0 

(u2 + 4 uv – v2) 1/2   = ec   

u2 + 4 uv – v2  = A 

(x + 2y – 1)2  + 4 (x + 2y – 1)(2x – y –7) – (2x –y –7)2  = A 

x2  + 4y2  + 1 + 4xy – 2x – 4y + 8x2  - 4xy – 28x + 16xy – 8y2  

-56y – 8x + 4y + 28 – 4x2  - y2 – 49 + 4xy + 28 x – 14 y = A 
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5x2 + 20xy – 5y2  - 10x – 70y – 20 = A 

x2  + 4xy – y2  - 2x – 4 = A  

x2  + 4xy – y2  - 2x = B, 

adalah solusi PDB yang diminta. 

 

2.4 PDB EKSAK 

 Suatu PDB orde pertama yang berbentuk  

M(x,y) dx + N (x,y) dy = 0, 

dikatakan eksak, jika ruas kiri persamaan tersebut merupakan 
diferensial total atau diferensial eksak 

du = dy
y

u
dx

x

u









 

dari fungsi u(x,y).  Maka PDB  M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 dapat ditulis 
menjadi du = 0. Dengan pengintegralan, maka diperoleh penyelesaian 
umum PDB orde pertama tersebut dalam bentuk: 

u(x,y) = 0. 

Dengan membandingkan M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 dan persamaan 
yang berikutnya, terlihat bahwa persamaan di atas adalah persamaan 
yang eksak jika terdapat suatu fungsi u(x,y) sedemikian hingga 

N
y

u
M

x

u










dan . 

Misalkan M dan N terdefinisi dan mempunyai turunan parsial yang 
pertama dan kontinu pada suatu daerah di bidang xy yang dibatasi 
oleh suatu kurva tertutup yang tak beririsan dengan dirinya sendiri. 
Maka diperoleh turunan sebagai berikut: 
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yx

u

x

N

xy

u

y

M

















 22

dan . 

Dengan  asumsi kontinuitas turunan, maka dua turunan kedua dari 
fungsi ini akan sama sehingga diperoleh 

x

N

y

M









. 

Penyelesaian dari persamaan eksak diperoleh sebagai berikut: 

             y)M(x,




x

u
                                                      (2.4) 

             y)N(x,




y

u
                                                        (2.5) 

 

Dengan mengintegralkan Persamaan (2.4), maka diperoleh  

 u(x,y) =  dx)y,x(M  +  K(y)  

 








 K(y) dx  y)M(x,

yy

u
N(x,y), 

atau 

                   










y

K(y)
dx  y)M(x,

y
N(x,y) 

          








dxy)M(x,

y
-y)N(x,

y

K(y)
. 

Integralkan ruas kiri dan ruas kanan maka diperoleh 

K(y) = N(x,y) dy -  











dydxyxM

y
),( . 



18 Judul Buku 

 

Dengan demikian maka diperoleh penyelesaian PDB eksak adalah 

  u(x,y) =    











 CdydxM

y
NdxyxM ),( . 

Contoh 2.8. Selesakanlah PDB  yx   + y + 4 = 0. 

Penyelesaian.  PDB di atas dapat dituliskan dalam bentuk 

(y + 4) dx + x dy = 0. 

Terlihat bahwa 

M(x,y) = y + 4 dan N(x,y) = x. 

Diperoleh 

1




y

M
 dan 1





x

N
, 

sehingga merupakan PDB eksak. Akibatnya 

u(x,y) =  K(y) dx  y)M(x,  

u(x,y) =   K(y) dx  4)M(y  

u(x,y) = xy + 4x + K(y) 

y)N(x,(y)K x 




y

u
 

 (y)K x x. 

Jadi, (y)K = 0, sehingga K(y) = C. Penyelesaian PDB adalah  

u(x,y) = xy + 4x + C = 0. 

 

Contoh 2.9. Tentukanlah penyelesaian umum dari PDB 

2x sin 3y dx + (3x2 cos 3y + 2y) dy = 0. 
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Penyelesaian.  Dari PDB di atas diperoleh 

          M(x,y) = 2x sin 3y,  dan N(x,y) = 3x2 cos 3y + 2y 

eksak. PDmerupakan  atas di PD maka

36

36

,
x

N

y

M

ycosx
x

N

ycosx
y

M





























 

Akibatnya,  

u(x,y) =   )(),( yKdxyxM  

        =   )y(Kdx)ysinx( 32  

          = x2 sin 3y + K(y), 

sehingga 

),()(3cos3 2 yxNyKyx
y

u





. 

Diperoleh hubungan  

yyx
dy

ydk
yx  3cos3

)(
3cos3 22  

       y
dy

ydk
2

)(
  

  dk(y) = 2y dy 

      k(y) = y2 + C. 

Dengan demikian penyelesaian umum PDB eksak adalah 

x2 sin (3y) + y2 = C. 
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Contoh 2.10.  Selesaikanlah PDB  (3x2 + 3y2) dx + 6xy dy = 0. 

Penyelesaian.  Terlihat bahwa M(x,y) = 3x2 + 3y2  dan N(x,y) = 6xy, 
sehingga           

y
y

M
6




  dan   y

x

N
6




. 

Karena 
x

N

y

M









maka PDB eksak. Selanjutnya, 

 




x

u
M(x,y) = 3x2 + 3y2 

 u(x,y) = )()33( 22 ycdxyx   

           =  x3 + 3xy2 + c(y) 

 




y

u
N(x,y) =  )(3 23 ycxyx

y





. 

Diperoleh hubungan 

6xy = 6xy + 
y

yc



 )(
 

            
y

yc



 )(
 = 0 

  c(y) = k. 

Jadi, penyelesaiannya adalah u(x,y) = x3 + 3xy2 + k = 0. 

 

Contoh 2.11.  Selesaikanlah PDB  (y3 – x) y  = y. 

Penyelesaian. 

 (y3 – x) 
dx

dy
 = y 
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 (y3 – x) dy = y dx 

 y dx – (y3 – x) dy = 0,  

sehingga diperoleh  

M(x,y) = y  dan N(x,y) = x - y3. 

 
x

N

y

M

x

N

y

M





























1

1

 PDB eksak. 

Dengan demikian diperoleh 

 u(x,y) =   )()( 3 xcdyyx  

 u(x,y) = - 
4

1
 y4 + c(x) 

  

















)y(cy

xx

u 4

4

1
 = M(x,y) 

 
x

xc



 )(
= y 

 c(x) =   kxydxy . 

Jadi penyelesaiannya adalah 

 u(x,y) = xy + k – 
4

1
 y4 = 0 

Contoh 2.12.  Selesaikanlah PDB   x dx + y dy - 
22 y  x

xdy - dxy 


= 0. 

Penyelesaian.  PDB ini dapat ditulis menjadi 

.0)()(
2222







 dy
yx

x
ydx

yx

y
x  
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Akibatnya diperoleh 

M(x,y) =  
22 yx

y
x


  dan  N(x,y) = 

22 yx

x
y


 . 

Selanjutnya diperoleh 

222

22 2

)yx(

)y(y)yx(

y

M









 = 

222

22

222

222 2

)yx(

yx

)yx(

)yyx(









  

dan 

        
)(

)2()(
22

22

yx

xxyx

x

N









  

           = 
222

22

222

222

)()(

2

yx

yx

yx

xyx









. 

Selain itu,  

x

N

y

M

yx

xy

x

N

yx

xy

y

M








































222

22

222

22

)(

)(
 

maka PDB eksak. Akibatnya diperoleh 

    
22

),(
yx

y
xyxM

x

u







 

u(x,y) =  





 )(
2

)(
22

2

22
ycdx

yx

yx
dx

yx

y
x  

                            =  
2

2x
 arc tan 









y

x
 + c(y) 
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    ),()(
y

x
 tan  arc

2

2

yxNyc
x

yy

u




























 

         =  
2222

)(

1

1

yx

x
y

y

yc

y

x

y

x 

















 

         =  
2222

)(

yx

x
y

y

yc

xy

x










. 

Terlihat bahwa  

y
y

yc




 )(
. 

Sehingga diperoleh 

c(y) =  
2

1
y2 + k. 

Jadi penyelesaian PDB adalah  

u(x,y) = 0y 
2

1
 

y

x
 tan arc

2

2
2









 k

x
. 

 

2.5 FAKTOR-FAKTOR INTEGRASI 

 Jika pada PDB M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0, dimana 

x

N

y

M









 maka PDB tersebut bukan merupakan PD eksak. Namun 

demikian PD tersebut dapat dijadikan menjadi PD eksak dengan 
menggandakan PD tersebut dengan suatu faktor atau fungsi tertentu. 
Faktor atau fungsi tersebut dinamakan faktor integrasi. Pada beberapa 
kasus khusus, faktor integrasi dapat ditentukan dengan cara 
sistematis, misalnya: 
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1. )(
2 x

y
d

x

dxydyx



   

2. )(
2 y

x
d

y

dxydyx



   

3. 





















x

y
d

yx

dxydyx
 tan arc

22
 

4.   22

22
ln

2

1
yxd

yx

dyydxx





 

5. 


























yx

yx
d

yx

dxydyx
ln

2

1
22

 

 

Contoh 2.13. Tentukan faktor integrasi, kemudian selesaikan PDB   

                          (y + x4) dx – x dy = 0. 

Penyelesaian.  Dari persamaan di atas diketahui:  

        

 
x

N

y

M

x

N
,x)y,x(N

y

M
,xy)y,x(M































1sehingga

1sehingga2

. 

Maka persamaan di atas bukan merupakan PD eksak. Faktor integrasi 

dapat diambil 
2

1

x
, dan mengalikannya  dengan PDB, sehingga 

diperoleh 

02

2



dxx

x

dyxdxy
 atau  02 








 dxx

x

y
d . 

Dengan pengintegralan diperoleh 
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02 







   dxx

x

y
d  

      3

3

1
x

x

y
 = C, 

adalah penyelesaian yang diminta. 

 

Contoh 2.14. Tentukanlah faktor integrasi kemudian selesaikanlah 
PDB    

                          x dy – y dx = 0. 

Penyelesaian.  Dari PDB  x dy – y dx = 0 diketahui 

M(x,y) = - y  dan  N(x,y) = x. 

Sehingga diperoleh 

1




y

M
  dan    1





x

N
, 

yang menunjukkan   bahwa 
x

N

y

M









. Maka PD tersebut bukan PD 

eksak. Dengan mengambil faktor integrasi 
2

1

x
 dan mengalikannya 

dengan PD maka diperoleh  

0)(
1

2
 dxydyx

x
, 

atau 

.
x

ydxdyx
0

2



 

Sehingga diperoleh 
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0








x

y
d  

 







0

x

y
d  

 
x

y
= c 

       y = cx, 

adalah penyelesaian PD. 

 

Contoh 2.15.  Tentukanlah faktor integrasi dari persamaan diferensial  
(x3 + xy2 – y) dx + x dy = 0, kemudian selesaikan. 

Penyelesaian.  Dari PD ini diperoleh: 

x

N

y

M

x

N
,x)y,x(N

xy
y

M
,yxyx)y,x(M































1sehingga

12sehingga23

. 

Maka PD di atas bukan PD eksak. PD (x3 + xy2 – y) dx + x dy = 0 dapat 
ditulis menjadi 

x(x2 + y2) dx – y dx + x dy = 0. 

Faktor integrasinya adalah 
22

1

yx 
, sehingga setelah dikalikan 

dengan PD diperoleh 

    0
22







yx

dxydyx
dxx . 

Dengan pengintegralan diperoleh penyelesaian PD, yaitu 
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 0tan

x

y
arcddxx  

                       .tan
2

1 2 c
x

y
arcx 








  

Untuk menentukan faktor integrasi dapat juga ditempuh 
dengan cara berikut. Misalkan  F(x,y) merupakan faktor integrasi dari 
persamaan  M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0, maka 

F(x,y) M(x,y) dx  F(x,y) N(x,y) dy = 0, 

merupakan suatu PD eksak. Dengan demikian syarat agar PD menjadi 

eksak adalah 
x

N

y

M









.  Sekarang menjadi 

   ),(),(),(),( yxNyxF
x

yxMyxF
y 







. 

Jika faktor integrasi F(x,y) yang hanya tergantung pada satu peubah 
saja, misalkan x maka diperoleh 

x

F
N

x

N
F

y

M
F














 

x

N
F

y

M
F

x

F
N














 
























x

N

y

M
F

x

F
N  

     
N

x

N

y

M
F

x

F
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dx
N

x

N

y

M

F

F





















 

      




 

 dx
N

F
x
N

y
M

ln  

       F

dx
N

x
N

y
M

e







 

, 

merupakan faktor integrasi jika F fungsi  dari x saja. 

 Dengan cara yang sama, diperoleh faktor integrasi untuk 
fungsi y saja sebagai berikut: 

x

F
M

y

M
F

x

N
F














 

        
y

M
F

x

N
F

y

F
M














 

        






















y

M

x

N
F

y

F
M  

        
M

y

M

x

N
F

y

F






















 

        dy
M

y

M

x

N

F

F





















 

     




 

 dy
M

F
y

M
x
N

ln  
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       F

dy
M

y
M

x
N

e







 

, 

merupakan faktor integrasi jika F fungsi y saja.  
  

Jika PD M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 homogen dan M. x + N. y   0 maka 

faktor integrasinya 
yNxM ..

1


, dan apabila M. x + N. y = 0 maka 

faktor integrasinya
xy

1
. 

 

Contoh 2.16.  Tentukanlah faktor integrasi dari persamaan  ycos x dx + 
3sin x dy = 0,  kemudian selesaikan. 

Penyelesaian.  Dari PD yang diketahui diperoleh 

.

cos3sehingga,sin3),(

cossehingga,cos),(

x

N

y

M

x
x

N
xyxN

x
y

M
xyyxM































 

Faktor integrasinya adalah fungsi y, sehingga 

yxy

x

xy

xx

M

y

M

x

N

2

cos

cos2

cos

coscos3














 

yln
dy

y eeF 2

2




  

2ln yeF       

 F = y2. 

Dengan demikian faktor integrasinya F = y2, sehingga PD menjadi  
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y2 (y cos x) dx + y2 (3 sin x) dy = 0 

atau 

y3 cos x dx + 3y2 sin x dy = 0. 

Terlihat bahwa 

.

cos3sehingga,sin3),(

cos3sehingga,cos),(

22

23

x

N

y

M

xy
x

N
xyyxN

xy
y

M
xyyxM































 

Sekarang PD menjadi PD eksak, dan selanjutnya diselesaikan menurut 
PD eksak. 

 

Contoh 2.17. Tentukanlah faktor integrasi dari PD (x4 + y4) dx + xy3 dy 
= 0, dan selesaikan 

Penyelesaian.  PD ini adalah homogen. Faktor integrasinya adalah  

5344

1

)()(

1

..

1

xxyyyxxyNxM






. 

Sehingga PD menjadi  

.0
5

3

5

44








 
dy

x

xy
dx

x

yx
 

Terlihat bahwa  

5

3

5

3 4
dan

4

x

y

x

N

x

y

y

M










, 

sehingga PD eksak. Dengan demikian, diperoleh 
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   u(x,y) = 

)(
4

1
ln

1
),(

4

4

5

4

yc
y

y
xdx

y

y

x
dxyxM 








   

 
4

3

4

4

)(
4

ln
x

y
yc

x

y
x

yy

u



















 

 
4

3

4

3 )(

4

4

x

y

yd

ycd

x

y
  

 0
)(


yd

ycd
    

   c(y) = k. 

Jadi jawab PD adalah  0
4

ln
4

4

 k
x

y
x . 

Contoh 2.18.  Selesaikan PD  y2 dx + (x2 – xy – y2) dy =  0 dengan 
mencari faktor integrasinya. 

Penyelesaian.  Ini adalah PD homogen, dan faktor integrasinya adalah 

.
)(

1

)(

1

..

1
22222 yxyyxyxyxyyNxM 







 

Kalikan faktor integrasi ini dengan PD semula, diperoleh 

  0
)( 22

22

22








dy

yxy

yxyx
dx

yx

y
 

  
222

22

)( yx

yx

y

M









 

  
)(

)2()()2()(
222

2222

yxy

xyyxyxyxyxy

y

N
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222

22

)( yx

yx

x

N









. 

Sehingga PD eksak 
 

  











dx

yxyx

y
dx

yx

y
yxu

yx

y

x

u

)()(
),(dan,

)( 2222
. 

Perhatikan bahwa 

.
)()(

)()(
atau

)()(
y

yxyx

yxByxA

yx

B

yx

A

yxyx

y













 

Dari sini diperoleh hubungan 

(A+B)x  + (B – A)y = y, 

sehingga 

       A + B =  0 

       B – A = 1 

       2B = 1 

B = ½   dan   A = - ½. 

Sehingga 

)(ln
2

111

2

1

)()(
yc

yx

yx
dx

yxyx
dx

yxyx

y





















   

          

2222

22

22

1

)(

)(

yx

x

yyxy

yxyx

yd

ycd

yx

x

y

u















       

          
yyd

ycd 1)(
            

               .ln)( kyyc      
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Jadi  diperoleh penyelesaian PD adalah 

CKyln
yx

yx
ln 













2

1
   atau    (x –y)y2  = k(x – y). 

Jika bentuk M dx + N dy = 0 dapat ditulis dalam bentuk  

0),(),(  dyyxxgdxyxfy  

dimana ),(),( yxgyxf  maka faktor integrasinya adalah 
yNxM ..

1



. 

Contoh 2.19.  Selesaikanlah PD  y(2xy + 1)  dx + x(1 + 2xy – x3y3) dy = 0. 

Penyelesaian.  Faktor integrasinya adalah  

yNxM ..

1


 = 

44442222

1

22

1

yxyxyxxyx



. 

Sehingga PD menjadi  

0
12112

32433423


















 dy

yyxyx
dx

yxyx
. 

Terlihat bahwa 

    


























3344

4433

43

34

yxyxx

N

yxyxy

M

PD eksak. 

Dengan demikian diperoleh 

)(
3

1112
),(

33223433
yc

yxyx
dx

yxyx
yxu 








  

                                   
yyxyxy

yc

yxyxy

u 121)(12
32434332
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            ,
1)(

yy

ycd
  

dan 

           .ln)( kyyc   

Jadi jawab PD adalah 

.ln
3

11
3322

ky
yxyx

  

 

Contoh 2.20.  Tentukanlah faktor integrasi dari PD  

                           sin y dx + cos y dy = 0.  

Penyelesaian.  Dari persamaan  sin y dx + cos y dy = 0 diperoleh 

x

N

y

M

x

N
yyxN

y
y

M
yyxM































0sehingga,cos),(

cossehingga,sin),(

. 

Perhatikan bahwa 

.1
cos

0cos














y

y

N

x

N

y

M

 

Maka faktor integrasinya adalah fungsi x, yakni 
dx

eF  = ex. 

Sehingga PD menjadi 

ex sin y dx + ex cos y dy = 0. 

Terlihat bahwa 
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x

N

y

M

ye
x

N
yeyxN

ye
y

M
yeyxM

xx

xx































cossehingga,cos),(

cossehingga,sin),(

    

PD eksak. 

Maka F = ex  merupakan faktor integrasi. 

 

2.6 PD LINIER ORDE SATU 

 Suatu PD orde satu dikatakan linier apabila persamaan 
tersebut dapat ditulis dalam bentuk  

)()( xQyxP
dx

dy
  

atau 

y  + Py = Q, 

dimana P dan Q merupakan fungsi x saja. Untuk menyelesaian PD ini 
dapat dilakukan dengan menggunakan tiga metode, yaitu : 

1. Metode Lagrange 

2. Metode Bernoulli 

3. Metode faktor integrasi.  

 

2.6.1 Metode Lagrange 

Pertama-tama, ambil   

0)(  yxP
dx

dy
  atau   .dx)x(P

y

dy
0  

Dengan pengintegralan diperoleh 
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     0)( dxxP
y

dy
 

    dxxPy )(ln ln c 

  
 dx)x(P

e
c

y
 

              y =  dxxP

ec
)(

 

Pandang  c sebagai fungsi dari x, yakni 

y = c(x)  dx)x(P

e . 

Sehingga   

.)()()(
)()( 

 dxxPdxxP

excxPexc
dx

dy
 

Subsitusikan ke dalam PD, diperoleh 

)()()()()()(
)()()(

xQexcxPexcxPexc
dxxPdxxPdxxP




 

            )()(
)(

xQexc
dxxP




 

           .)()(
)(

xQexc
dxxP  

Maka  


Ce)x(Q)x(c
dx)x(P

. Dengan demikian, diperoleh 

penyelesaian PD adalah  

    CdxexQey
dxxPdxxP )()(

)( . 

 

Contoh 2.21.  Selesaikanlah PD 3)1(
1

2



 xy

xdx

dy
. 

Penyelesaian.  Dari PD yang diberikan, terlihat bahwa   
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P(x) = 
1

2

x
dan Q(x) = (x + 1)3. 

Ambil ,y
xdx

dy
0

1

2



  yang dapat ditulis 

.dx
xy

dy
0

1

2



  

Dengan pengintegralan diperoleh   

      


 0
1

2
dx

xy

dy
 

ln y – 2ln (x + 1) = ln c 

     y = c(x + 1)2. 

Pandang c sebagai fungsi dari x, yakni y = c(x)(x + 1)2. Diferensialkan 
terhadap x, diperoleh 

).1()(2)1()( 2  xxcxxc
dx

dy
 

Subsitusikan pada PD, dan diperoleh 

322 )1()1()(
1

2
)1()(2)1()( 


 xxxc

x
xxcxxc  

      32 )1()1()(  xxxc  

      1)(  xxc . 

Dengan demikian 

c(x) =   dxx )1(  = 
2

1
x2 + x + k.  

Jadi jawab PD   y = (x + 1)2 (
2

1
 x2 + x + k). Atau, jawab PD dengan 

menggunakan rumus 
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CexQey
dxxPdxxP )()(

)( , 

dimana 

3)1()(  xxQ dan .
x

)x(P
1

2


  

 

Perhatikan bahwa     

.1ln1ln2)(
2




 xxdxxP  

Jadi jawab PD 

 kdxexey
xx







22

1ln31ln
)1(  

              kdxxxx  


232 )1()1()1(  

              kdxxx   )1()1( 2  

             = (x +1)2 (
2

1
 x2 + x + k). 

 

2.6.2  Cara Bernoulli   

Dari  PD y  + P(x) y = Q(x), misalkan y = u.v, dimana u dan v fungsi 

dari x.  Maka   

y  =  vu  + u v . 

PD menjadi  

vu   + uv  + P(x) uv = Q(x) 

atau 

v(u  + P(x) u) + uv  = Q(x). 
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Ambil u  + P(x) u = 0,  maka vu   = Q(x). Sehingga  

           )(xP
u

u



  

          )(xP
u

dx
du

  

))(( uxP
dx

du
 . 

Dengan pengintegralan diperoleh 

   dxxP
u

du
)(  

 ln u =   dxxP )(  

 u =   dx)x(P

e . 

Dari uv  = Q(x)  atau  v  = 
u

)x(Q
, diperoleh 

v  =  dxxP

exQ
)(

)( . 

Akibatnya 

v =   .)( 1

)(

CdxexQ
dxxP

 

Sehingga jawab PD adalah 

y = uv = .)(
)()(














CdxexQe
dxxPdxxP

 

3. Dengan Faktor Integral 

PD )x(Qy)x(P
dx

dy
  dapat ditulis sebagai 

[P(x)y – Q(x)] dx + dy = 0. 
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Terlihat bahwa 

M(x,y) = P(x)y – Q(x), sehingga  My = )(xP
y

M





 

dan 

N(x,y) = 1, sehingga  Nx = .
x

N
0




 

Akibatnya )x(P
)x(P

N

NxMy







1

0
 hanya tergantung pada x 

saja. Maka faktor integral F = .e
dx)x(P Setelah dikalikan dengan 

faktor integral ini PD menjadi 

,)()(
)()( 









 dxxPdxxP

exQyxP
dx

dy
e  

yang dapat ditulis mejadi 








  dxxPdxxP

exQye
dx

d )()(

)(  

atau 


 dxexQyde

dxxPdxxP )()(

)(  


 .)(

)()(

dxexQye
dxxPdxxP

 

Sehingga penyelesaian PD adalah 

.)(
)()(









 


CdxexQey
dxxPdxxP

 

 

Contoh 2.22.  Selesaikanlah PD .4cos2 3 xxy
dx

dy
x   
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Penyelesaian.  PD ini dapat ditulis ,4cos
2 2 xxy
xdx

dy
  yang 

merupakan PD linier. Terlihat bahwa 

x
)x(P

2
   dan .4cos)( 2 xxxQ   

Dengan demikian 

   .xlndx
x

dx)x(P 2
2

 

Sehingga faktor integrasinya adalah F = e-2 ln x  = x–2. Kalikan PD 
dengan x–2 diperoleh 

.4cos2 32 xyx
dx

dy
x   

Dengan pengintegralan diperoleh 

 
 dxxyxd 4cos)( 2  

 Cxyx  4sin
4

12  

.4sin
4

2
2

Cxx
x

y 
 

 

Contoh 2.23.  Selesaikanlah PD .ey
dx

dy x   

Penyelesaian.  PD tersebut dapat ditulis .0)(  dydxey x Terlihat  

bahwa 

.

0sehingga,1),(

1sehingga,),(

x

N

y

M

x

N
yxN

y

M
eyyxM x
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Perhatikan bahwa 

.
N

x

N

y

M

1
1

01














 

Faktor integrasinya adalah  F =  .ee xdx

  Akibatnya diperoleh PD 

xxxx eeye
dx

dy
e .  

atau 

.eye
dx

dy
e xxx 2  

PD ini dapat ditulis menjadi   

xx eye
dx

d 2)(   dan  .)( 2 dxeyed xx   

Dengan pengintegralan diperoleh  

  dxeyed xx 2)(  

           .Ceye xx  2

2

1
 

Jadi penyelesaian PD adalah 

              y = e-x .Ce x








2

2

1

 

 

2.7  PD BERNOULLI 

 Suatu PD yang berbentuk  

,y)x(Qy)x(P
dx

dy n  
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untuk n R dan 1n dinamakan PD Bernoulli. Untuk menentukan 
penyelasaian umumnya dilakukan dengan transformasi v = y1-n. Dari 
transformasi ini diperoleh 

dx

dy
yn

dx

dv n )1(  atau .
dx

dv
y

ndx

dy n




1

1
 

 

Apabila PD semula dikalikan dengan ny  diperoleh 

).()( 1 xQyxPyy nn    

Akibatnya diperoleh persamaan 

)()(
1

1
xQvxP

dx

dv
y

n
y nn 



  

                       )x(Qv)x(P
dx

dv

n


1

1
 

                       ).()1()()1( xQnvxPn
dx

dv
  

Persamaan terakhir ini merupakan PD linier orde satu. Selanjutnya 
diselesaikan dengan menggunakan salah satu metode untuk 
menyelesaikan PD orde satu. 

Contoh 2.24.  Selesaikanlah PD Bernoulli .xyy
dx

dy 5  

Penyelesaian.  Kalikan PD 5xyy
dx

dy
  dengan 5y  diperoleh  

.xy
dx

dy
y   45  

Dengan menggunakan transformasi  y-4 = v, diperoleh  
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.
dx

dv
y

dx

dy

dx

dv

dx

dy
y 55

4

1
atau4    

Sehingga PD menjadi  

xv
dx

dv
yy 








 55

4

1
 

atau 

.xv
dx

dv
44   

Dari PD ini diperoleh  

P(x) = 4 dan Q(x) = -4x. 

Sehingga xdx)x(Pdx)x(P

eee 4  dan  

e4x. v = -4   Cdxxe x .4  

e4x. y-4  = -xe4x + 
4

1
e4x + C. 

Akibatnya penyelesaian PD adalah 

.Cex
y

x4

4 4

11   

Contoh 2.25.  Selesaikanlah PD Bernoulli  .xyy
dx

dy
x 3   

Penyelesaian.  PD di atas dapat ditulis  

3y
x

y

dx

dy
  

yang merupakan PD Bernoulli. Kalikan PD ini dengan ,y 3  diperoleh 
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.
x

y

dx

dy
y 1

31
3 


  

Misal y-2 = v sehingga  .
dx

dv
y

dx

dy

dx

dy
y

dx

dv 33

2

1
atau2    

Substitusikan  pada  PD,  diperoleh  

1
2

1 31
33 













x

y

dx

dv
yy  

    1
2

1


x

v

dx

dv
 

    22 
x

v

dx

dv
, 

yang merupakan PD linier. Terlihat bahwa 

 

 .ln2
2

)(sehingga
2

)(    xdx
x

dxxP
x

xP  

Sehingga 

v  =    
 Cdxee xx 22 lnln 2  

                    =      Cdxxx 22 2  

       =   .2 12 Cxx  . 

Jadi penyelesaian PD adalah 

v = 2x + Cx2  atau   y –2 = 2x + + C x2. 
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2.8 MASALAH NILAI AWAL 

 Dari semua uraian di atas, setiap PD baru ditentukan 
penyelesaian umumnya, yaitu suatu penyelesaian yang mengandung 
sebarang konstanta. Akan tetapi dalam sebagian besar penerapan, 
mestinya dapat ditentukan penyelesaian yang memenuhi syarat yang 
ditetapkan yang berasal dari sistem fisis atau sistem lainnya yang 
mana persamaan tersebut merupakan model matematisnya. Hal ini 
akan menghasilkan konsep nilai awal atau syarat awal y(x0) = y0 yang 
digunakan untuk menentukan penyelesaian khusus, yang diperoleh 
dari penyelesaian umum dengan cara memasukkan nilai awalnya. 
Sehingga konstanta sebarang tidak ada lagi dan diganti dengan 
konstanta tertentu. 

Contoh 2.26. Selesaikanlah PD  
 

y

xx

x

y
y

23 cos2
 dengan syarat 

awal 0)( y . 

Penyelesaian.  Misal u = y/x, maka y = xu,  dan y  = x u+ u. Sehingga 

PD di atas menjadi 

   
u

xx

y

xx
uuux

2223
cos2cos2

  

atau 

u 'u  = 2x cos (x2). 

 

Selanjutnya dengan pengintegralan diperoleh  

 dxxxudu 
2cos2  

      22 sin
2

1
xu   + C. 

Karena u = y/x maka 
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y = ux = x   .2sin2 2 Cx   

Dari syarat awal (y  ) = 0, artinya y = 0 untuk x =   maka 

diperoleh  C = 0, akhirnya diperoleh  

y = x  .sin2 2x  

Contoh 2.27.  Selesaikanlah PD   x2 y + 2xy – x + 1 = 0, dengan syarat 

awal y(1) = 0. 

Penyelesaian.  PD di atas dapat disederhanakan menjadi  

1)( 2  xyx
dx

d
 atau   .)1(2 dxxyxd   

Dengan pengintegralan diperoleh 

  yxd 2  =    dxx 1  

 x2y = 
2

1
 (x – 1)2 + C 

    x2y = 
2

1
 x2 – x + C 

       y = .
x

C

x 2

1

2

1
    

Dari syarat awal  y(1) = 0, maka 

0 = 
2

1
 - 1 + C 

 C = 1/2.  

Jadi  
22

11

2

1

xx
y   adalah penyelesaian khusus dari PD. 

 

Contoh 2.28.  Selesaikanlah PD  
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                         y  – y = e2x, dengan syarat awal y(0) = 5 

Penyelesaian. Persamaan di atas adalah PD linier orde satu, sehingga 
diperoleh penyelesaiannya adalah  

y = e2x + Cex. 

Dengan syarat awal  y(0) = 5 maka 

5 = e2. 0 + Ce0  atau  5 = 1 + C .1. 

Didapat C = 4. Jadi  y = e2x + 4ex  adalah  penyelesaian khusus dari PD. 

 

Contoh 2.29.  Selesaikanlah PD y  + (tan x). y = sin 2x dengan syarat 

awal y(0) = 1. 

Penyelesaian.  Ini adalah PD linier orde satu, sehingga 
penyelesaiannya adalah 

y = cos x   xdxxcos2sin  

       = cos x   xdxx 2cossin2  

       =  .cos
3

2
cos 3









Cxx      

Menurut syarat awal  y(0) = 1, maka 

1 = 1 







C

3

2
  dan diperoleh  C = 1/3. 

Jadi y = xx cos
3

1
cos

3

2 4   adalah penyelesaian khusus PD. 

 

Soal Latihan 

Selesaikanlah soal–soal berikut ini dengan memisahkan peubahnya. 

1.   x3 dx + (y – 1)2 dy = 0 
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2.   (x – 1)2 y dx + x2 (y + 1) dy = 0 

3.   x2 dy – cos2 y dx = 0 

4.   4x dy – y dx = 0 

5.   y  3  2x 2  dy + x  y-4 2 dx = 0 

6.   (1 + x3) dy – x2 y dx = 0 

7.   x dx – (5y4 + 3) dy = 0 

8.   2x (y2 – y) dx + (x2 – 1) y dy = 0 

9.   ex – y y  = sin x 

10. cos x sin y dy – (cos y cos x + cos x) dx = 0 

11. (1 – y2) cos x dx = (1 - sin2 x ) 2y dy  

 

Selesaikanlah PD homogen di bawah ini. 

12. 2x y dx – (x2 – y2) dy = 0 

13. (x3 + y3) dx – 2xy2 dy = 0 

14. x dy – y dx - 22x y    dy = 0 

15. (2x + 3y) dx + (y – x) dy = 0 

16. (x + y) dy + (x – y) dx = 0 

17. (x ey/x + y) dx – x dy = 0 

18. (x2 + y2) dy – y2 dx = 0 

19. x2 dy + (y2 – xy) dx = 0 

20. 
dx

dy
 =  

y

yx x- 22 
 

21. (x2 + y2) dx – 2xy dy = 0 
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22. y  = 
22

22

yx-x

yxx




 

 

Selesaikanlah PD berikut. 

23. (x + y + 1) dx + (2x + 2y + 1) dy = 0 

24. (2x – 5y + 3) dx – (2x + 4y –6) dy = 0 

25. (x + y + !) dx + (2x + 2y + 3) dy = 0 

26. (2 – x –y) dx + (3 + x + y) dy = 0 

27. (3x – 2y + 2) dx + (7y – 3x – 3) dy = 0 

28. 
dx

dy
 = 

1

74





- yx

 - yx
 

29. 
dx

dy
 = 

1

42





- yx

  yx
 

30. 
dx

dy
 = 

32

5





- yx

 - yx
 

31. 
dx

dy
 = 

4

25





 yx

 - yx
 

32. 
dx

dy
 = 

932

723





y x

 y- x
 

33. 
dx

dy
 = 

13

1

-- yx

  y-x 

 

 

Tunjukkan bahwa PD berikut eksak dan selanjutnya selesaikan.   

34. (x2 – y) dx + (y2 – x) dy = 0 
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35. y dx + x dy = 0 

36. sinh x cos y dx = cosh x sin y dy  

37. (cotan y + x2) dx = x cosec2y dy 

38. (cos y + y cos x) dx + (sin x  - x sin y) dy = 0        

39. 2x (y 
2xe - 1) dx + 

2xe dy = 0 

40.(2x – y sin x y ) dx + (6y2 – x sin xy) dy = 0 

41. (ex cos y – x2) dx + (ey sin x + y2) dy = 0 

42. (y + cos x) dx + (x + sin y) dy = 0 

43. yexy dx + (xexy + 1) dy = 0 

44. (y + cos x) dx + (x + sin y) dy = 0 

Tentukanlah faktor integrasi dari PD berikut, kemudian selesaikan. 

45. x dy – y dx = 0 

46. sin y dx + cos y dy = 0 

47. 2 cos x cos y dx – sin x sin y dy = 0 

48. (2xy4 e4) dx – xy3 dy = 0 

49. (x + y cos x) dx + sin x dy = 0 

50. (x4 + y4) dx – xy3 dy = 0 

51. (x2 – y2 + x) dx + 2xy dy = 0 

52. (y – 2x) dx – x dy = 0 

53. (x2 – 2y) dx + x dy = 0 

54. (y + 1) dx – (x + 1) dy = 0 

55. 2 dx – ey – x dy = 0 

 

Selesaikanlah PD linier orde satu berikut. 

56. y + y cotan x = 5 ecos x 
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57. y + y = 2 sin x  

58. y  + 2y = cos x 

59. y  = 
x

y2
+ x2 ex 

60. y  + y tan x = 2x cos x 

61. y  – y cotan x = 2x – x2 cotan x 

62. x3 y  + (2 – 3x2) y = x3 

63. x y + 2y = 2
2xe  

64. y  + 3y = 2xe + 6 

65. y  + 2xy = -6x 

66. y  – 4y = x – 2x2 

 

Selesaikanlah PD Bernoulli berikut. 

67. y  – 
x

3
 y = y5 

68. x y  + y = xy3 

69. y  = x3 y2 + xy 

70. 3 y  + y = (1 – 2x) y4 

71. y  + xy = xy-1 

72. y  + x-1 y = xy2 

73. y  + y = 
y

x
 

74. y + xy = y2 sin x 
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75. y + 
1x

y
 = 

2

)1( 3 x
y3 

76. x y – y = y3 

77. xdy -  )ln1(3 xxyy   dx = 0 

 

Selesaikanlah PD berikut  dengan syarat awal yang ditentukan. 

78. (1 + x3) dx – x2 y dy = 0;  y (1) = 0 

79. y = 
xy

xy




;   y (1) = 1 

80. (y + 2)dx + (x – 2) dy = 0;  y (1) = -7 

81.  )(2cos yxye x   dx +  )(2sin yxye x   dy = 0;  y(0) =   

82. y  – x3y = -4x3;  y(0) = 6 

83. x y  = (1 + x) y;  y(2) = 6e2 

84. (1 + x) ydx + xdy = 0;  y(1) = 2 

85. y  – 2y = 2 cosh 2x + 4;   y(0) = -1,25 

86. y – y cotan x = 2x – x2 cotan x;  y(
2
1  ) =  

4
1  2 + 1 

87. y  – (1 + 3x-1) y = x + 2;  y (1) =  1/e 

88. cos ( x) cos ( y) dx = 2 sin ( x) sin ( y) dy;  y(3/2) = 1/2.    

 

  

  



54 Judul Buku 

 

BBAABB  33  
 

PENERAPAN PERSAMAAN 
DIFERENSIAL 

 

 PD sering kali muncul dalam model matematik yang mencoba 
menggambarkan keadaan nyata. Banyak hukum alam dan hipotesis 
dapat diterjemahkan ke dalam persamaan yang mengandung turunan 
atau diferensial melalui model matematika. PD juga sangat penting 
dalam bidang rekayasa maupun dalam bidang lainnya, karena banyak 
hukum dan hubungan fisis yang model matematiknya berbentuk PD.  

 Sebagai contoh, turunan-turunan dalam fisika muncul sebagai 
kecepatan, dalam biologi sebagai laju pertambahan populasi, dalam 
psikologi sebagai laju belajar, dalam kimia sebagai laju reaksi, dalam 
ekonomi sebagai laju perubahan biaya hidup, dalam keuangan sebagai 
laju pertambahan investasi. Selanjutnya diberikan gambaran-
gambaran khusus mengenai penerapan PD orde satu pada bidang-
bidang berikut ini. 

 

3.1 BIDANG BIOLOGI 

 Sudah lama diamati oleh para pengamat dalam bidang biologi 
bahwa beberapa koloni sejenis bakteri yang besar cenderung 
berkembang dengan laju yang berbanding lurus dengan jumlah 
bakteri yang ada. Untuk koloni bakteri tersebut ambil S = S(t) sebagai 
jumlah bakteri yang ada pada setiap saat t dimana t adalah waktu. Jika 
p adalah konstanta perbandingan, maka fungsi S = S(t) memenuhi PD 

.pS
dt

dS
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Persamaan ini disebut juga persamaan Malthus mengenai 
perkembangan populasi. 

 

3.2 FARMAKOLOGI  

 Dalam farmakologi dikenal bahwa penisilin dan banyak 
obat lainnya yang diberikan kepada si pasien akan lenyap (hilang) dari 
tubuh si pasien sesuai dengan kaidah sebagai berikut:  Ambil y(t) 
adalah jumlah atau banyaknya obat di dalam tubuh seseorang pada 
saat t dimana t adalah waktu, maka laju perubahan y(t) dari obat itu 
berbanding lurus dengan banyaknya obat yang ada saat t. Dengan 

demikian memenuhi persamaan  ky
dt

dy
  dengan k > 0 adalah 

konstanta perbandingan. Tanda minus (–) sesuai dengan fakta bahwa 
y(t) berkurang bila t bertambah. Jadi turunan y(t) menurut t bertanda 
negatif. Untuk tiap obat, konstanta k diketahui dari percobaan. 

 

3.3 MEKANIKA 

 Hukum Newton kedua mengenai gerak, mengatakan 
bahwa “laju perubahan momentum benda berbanding lurus dengan 
jumlah gaya yang bekerja pada benda itu dan dalam arah jumlah gaya 
itu”, terlihat bahwa gerak setiap benda ditunjukkan oleh PD. Penting 
diingat bahwa momentum suatu benda adalah hasil kali antara massa 
dengan kecepatan, maka diperoleh persamaan  

,)( Fkmv
dt

d
  

dimana k suatu konstanta perbandingan. Persamaan ini merupakan 
PD dalam v yang bentuk khususnya tergantung pada m dan F. Masa m 
dapat merupakan konstanta atau suatu fungsi t. Juga F dapat 
merupakan konstanta atau suatu fungsi t atau bahkan merupakan 
fungsi t dan v 
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3.4  RANGKAIAN LISTRIK 

 Hukum masalah tegangan dari Krichoff mengatakan bahwa 
“jumlah aljabar dari semua  tegangan yang dialirkan mengelilingi 
suatu rangkaian tertutup adalah nol”. Hukum ini diterapkan pada 
rangkaian seri RL yang ditunjukkan pada Gambar 1. 

 

+

L

-

+

V (t)

-

I = I (t)

+  R  -

 

Gambar 1  Rangkaian RL 

 

Dengan I = I(t) adalah arus dirangkaikan pada saat t, dengan t adalah 
waktu yang memenuhi persamaan  

).(tVRI
dt

dI
  

 

3.5 PENENTUAN UMUR RADIOAKTIF 

 Percobaan menunjukkan bahwa suatu unsur radioaktif 
meluruh dengan laju yang sebanding dengan banyaknya unsur pada 
saat itu. Dengan kata lain bahwa unsur radioaktif meluruh dengan laju 
berbanding lurus dengan banyaknya zat yang ada. Untuk 
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menyelesaikan masalah ini dapat ditempuh langkah-langkah sebagai 
berikut. 

 Langkah pertama: Membentuk suatu model matematis dari 
proses fisis. Jika diambil banyaknya unsur pada saat t sama dengan 

y(t), laju perubahan adalah turunan dari y(t), yaitu 
dt

dy
ty atau)( . 

Menurut hukum fisis tentang proses radiasi, 
dt

dy
  sebanding dengan y. 

Dengan demikian, diperoleh PD 

.ky
dt

dy
  

 Langkah kedua: Selesaikan PD ini untuk menentukan 
penyelesaian umum dengan menggunakan metode yang ada, yaitu 

sebagai berikut:  Dari persamaan ky
dt

dy
 , ditulis menjadi .kdt

y

dy


Dengan pengintegralan diperoleh  

  kdt
y

dy
 

   ln y = kt + ln C 

   ln (y /C) =  kt 

   y/C = ekt  

       y = C ekt 

   y(t) = C ekt.  

 Langkah ketiga: Menentukan penyelesaian khusus PD yaitu 
dengan menggunakan syarat awal atau masalah nilai awal dari 
penyelesaian umumnya.  

 Langkah keempat:  Menentukan  tafsiran geometris dari hasil 
atau penyelesaian khususnya, yang dapat ditunjukkan pada grafik.  
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Contoh 3.1. Andaikan suatu koloni bakteri bertambah dengan laju 
berbanding lurus dengan jumlah bakteri yang ada. Jika jumlah bakteri 
berlipat dua dalam 5 jam, berapa waktu yang diperlukan untuk 
menjadi berlipat tiga? 

Penyelesaian. Ambil s(t) sebagai jumlah bakteri pada saat t. Kemudian 
dengan pengandaian bahwa koloni bertambah dengan laju yang 
berbanding lurus dengan jumlah yang ada maka memenuhi PD  

)(tsp
dt

ds
  

PD ini dapat ditulis menjadi 

.pdt
s

ds
0  

Dengan pengintegralan diperoleh penyelesaian PD: 

   0pdt
s

ds
 

          ln s – pt = ln C 

          ln (s/C) = pt 

          s/C  = ept  

          s = C ept 

          s(t) = C ept. 

Berdasarkan syarat awal, maka diperoleh 

s(t) = s(0) ept, 

dimana s(0) adalah jumlah bakteri pada saat awal. Karena jumlah 
bakteri menjadi dua kali lipat dalam waktu 5 jam maka diperoleh  

s(5) = 2 s(0). 

Dari  persamaan s(t) = s(0) ept,  maka diperoleh       

s(0) 5p = 2 s(0) 
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e5p = 2 

p = 
5

1
ln 2 

Waktu t yang diperlukan bakteri untuk mencapai jumlah bakteri tiga 
kali lipat harus memenuhi persamaan  

s(t) = 3 s(0). 

Sehingga diperoleh 

          s(0) ept = 3 s(0) 

                     ept = 3 

          pt = ln 3 

t = 

2ln
5

1

3ln
= 7,89 (dibulatkan sampai 2 desimal). 

Jadi waktu yang diperlukan untuk menjadi berlipat tiga sama dengan 
7,89 jam. 

 

Contoh 3.2. Uang sejumlah Rp. 5.000.000,- di investasikan dengan 
bunga 8% tiap tahun, bertambah secara kontinu. Hitunglah jumlah 
uang tersebut setelah 25 tahun. 

Penyelesaian. Misal y(t) adalah jumlah uang (modal tambah bunga) 
pada saat t. Maka laju pertambahan perubahan jumlah uang pada saat 
t memenuhi persamaan 

.y
dt

dy

100

8
  

Apabila persamaan ini diselesaikan dengan memisahkan variabel, 
maka diperoleh: 

y(t) = y(0)e(8/100)t. 

Karena y(0) = 5.000.000 dan t = 25, maka diperoleh 
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y(25) = 5.000.000 e(8/100)25 

               = 36945280,49.  

Jadi jumlah uang setelah 25 tahun sama dengan Rp. 36.945.289,49. 

 

Contoh 3.3. Suatu benda bermassa m = 2 kg dilemparkan ke bawah 
dari suatu tempat yang tinggi dengan kecepatan yang awal v0 = 105 
detik. Disamping beratnya, ada gesekan udara yang bekerja pada 
benda itu yang besarnya (dalam dine) dua kali kecepatan benda itu 
pada setiap saat. Hitunglah kecepatan benda setelah t = 103 detik 
(asumsikan g = 900 cm/detik2). 

Penyelesaian. Misal v(t) = keceptan benda pada saat t. Jumlah gaya 
yang bekerja pada benda tersebut adalah  

F = (berat) – (gesekan udara) = (mg – 2v) dine. 

Menurut hukum Newton kedua mengenai gerak diperoleh 
persamaan: 

vmgmv
dt

d
2)(   

vmg
dt

dv
m 2  

        dtdv
vmg

m


2
 

        .dtdv
vmg

m


2
 

Penyelesaian dari masalah nilai awal di atas adalah 

 mtevmgmgtv /2

0)2(
2

1
)(  . 

Untuk t = 103 dan dengan v(0) = 105, maka diperoleh  
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v(103) = ½  mg – (mg – 2v0) 
me /10.2 3  

        = (9 – 8/e) 105 cm/det 

        = (9 – 8/e)  km/det 

        = 6,05 km/det. 

Jadi kecepatan benda tersebut setelah t = 103 det adalah 6,5 km/det. 

 

Contoh 3.4. Suatu bejana berisi 81 galon air asin yang mengandung 20 
pon larutan garam. Air asin yang mengandung 3 pon larutan garam 
tiap galon mengalir ke dalam bejana dengan laju 5 galon tiap menit. 
Campuran dipertahankan merata dengan cara mengaduknya, 
mengalir keluar dengan kecepatan 2 galon tiap menit. Berapa jumlah 
garam di dalam bejana sesudah 37 menit? 

Penyelesaian. Misal y(t) sebagai jumlah garam pada saat t dan 

)(ty
dt

dy
  adalah laju perubahan garam di dalam bejana pada saat t, 

sehingga diperoleh hubungan 

y (t) = laju masuk – laju ke luar, 

dimana “laju masuk” adalah laju garam yang mengalir ke dalam 
bejana pada saat t dan “laju keluar” adalah laju garam yang mengalir 
ke luar pada saat t.  Dari permasalahan di atas diperoleh laju masuk 

= (3 pon/galon) (5 galon/menit) = 15 pon/menit, 

yaitu 15 pon garam/menit mengalir ke bejana. Untuk menghitung laju 
ke luar, kita harus menghitung konsentrasi garam pada saat t yaitu 
banyaknya garam di dalam tiap galon air asin pada saat t, yaitu 

konsentrasi = 
saat t pada bejana dalamasin air galon Jumlah 

saat t pada bejana dalam garampon 
 

         = 
t

ty

)25(81

)(
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        = .
381

)(

t

ty


 

Sehingga didapat  

laju keluar  = 
t

ty

381

)(


 (2 galon / menit) 

                   = 
t

ty

381

)(2


.      

Dengan demikian diperoleh persamaan dari masalah di atas adalah 

t

y

dt

dy

381

2
15


 . 

Dari persamaan 
t

y

dt

dy

381

2
15


  dan syarat awal  y(0) = 20, maka 

diperoleh: 

15
381

2



 y

tdt

dy
 

atau 

15
27

1

3

2



 dt

ty

dy
. 

Persamaan ini merupakan PD linier orde pertama. Perhatikan bahwa 
dari PD  

0
27

1

3

2



 dt

ty

dy
 

diperoleh 
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 0

273

2

t

dt

y

dy
 

  ln y + 
3

2
ln (27 + t) = ln C 

  ln (y/C) = - 2/3 ln (27 + t) 

  ln (y/C) = ln (27 + t) –2/3 

  y/C = (27 + t) –2/3 

  y =  C (27 + t)-2/3. 

Ambil C sebagai fungsi dari t, yakni C = C(t), sehingga 

y = C(t) (27 + t)-2/3 

dan  

dt

dy
 = 

'C (t) (27 + t)-2/3 + C(t)-2/3 (27 + t)-5/3. 

Selanjutnya substitusi pada PD awal, sehingga menghasilkan: 

   
'C (t) (27 + t)-2/3 = 15 

      
'C  (t) = 15 (27 + t) 2/3 

C(t) = 15 
5

3
 (27 + t)5/3 + k 

              = 9 (27 + t)5/3  + k. 

Maka 

y =   3/23/5 )27()27(9  tkt  

              = 9 (27 + t) + k (27 + t)-2/3. 

Dengan memasukkan syarat awal diperoleh: 

20 = 9 (27 + 0)+ k(27 + 0)-2/3 

    20 = 243 + k(27)-2/3 
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    k = - 2007. 

Akibatnya,  penyelesaian PD adalah 

y(t) = 9 (27 + t) – 2007 (27 + t)-2/3. 

Dengan demikian maka jumlah garam dalam bejana setelah adalah t = 
37 menit menghasilkan 

y (37) = 9 (27 + 37) – 2007(27 + 37)-2/3 

      = 576 – 125,45 = 450,55 lb. 

Jadi, jumlah garam dalam bejana setelah 37 menit sama dengan 450,55 
lb. 

 

Contoh 3.5. Apabila fosil tulang mengandung 25% dari jumlah unsur 

karbon radioaktif murni 
14

6C , tentukanlah umur fosil tersebut? 

 

Penyelesaian. Dari pembahasan soal sebelumnya, model matematis 

peluruhan unsur radioaktif adalah ky
dt

dy
 , yang penyelesaiannya 

adalah 

y(t) = y(0) ekt. 

Di sini y(0)  merupakan jumlah awal unsur 
14

6C . Dengan 

menggunakan waktu paruh unsur 
14

6C ,  maka diperoleh 

1/2 = e5730 k, 

dimana t = 5730 adalah waktu paruh 
14

6C . Sehingga diperoleh 

5730 k = ln (½) 

                   k = 
 

5730

21 /ln
= -0,000121. 
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Karena 25% unsur 
14

6C  tersisa pada fosil tulang itu berarti bahwa y(t) 

= 
4

1
 maka menghasilkan: 

          
4

1
 = ekt 

     
4

1
 = e –0,000121 t 

-0,000121 t = ln 








4

1
 

         t = 
000121,0

4

1
ln












 

           = 11460 satuan waktu. 

Jadi diperkirakan umur fosil tulang tersebut adalah 11460 satuan 
waktu. 

 

Contoh 3.6. Suatu bola tembaga dipanaskan sampai suhu 100oC 
kemudian pada saat t = 0 bola tersebut direndam dalam air yang 
bersuhu tetap 30oC. Setelah 3 menit ternyata suhu bola menjadi 70oC, 
tentukanlah saat ketika suhu bola menjadi 31oC.  

 

Penyelesaian. Percobaan menunjukkan bahwa laju perubahaan suhu 
bola yaitu T sebanding dengan perbedaan antara T dengan suhu 
medium (hukum perbandingan Newton). Percobaan juga 
menunjukkan bahwa aliran panas dalam bola demikian cepat, 
sehingga setiap saat suhu dianggap sama diseluruh bagian bola. Dari 
persoalan di atas menurut hukum perbandingan Newton diperoleh 
PD yang berbentuk  
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)30(  Tk
dt

dT
. 

Penyelesaian PD ini adalah 

T(t) = C e-kt + 30. 

Kondisi awal diberikan oleh T(0) = 100, maka diperoleh 

100 = Ce-k.0 + 30 

             100 = C + 30 

                  C = 70. 

Sehingga 

T(t) = 70 e-kt + 30. 

Dari informasi yang diberikan yaitu T(3) = 70, maka diperoleh 

70 = 70 e-3k + 30 

          70 e-3k = 40 

          k = 
3

1
 ln (4/7) =  0,1865. 

Suhu bola T = 31oC dicapai bila 

31 = 70e-0,1816 t + 30 

           70 e-0,1816 t  = 1 

                        t = 
1816,0

70ln
 = 22,78 menit. 

Jadi suhu bola T = 31oC dicapai setelah mendekati 23 menit. 
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Soal Latihan 

1. Suatu koloni bakteri bertambah dengan laju yang berbanding 
lurus dengan banyaknya bakteri yang ada. Jika banyaknya bakteri 
menjadi berlipat dua dalam 3 jam, berapa lama waktu diperlukan 
agar banyaknya bakteri menjadi berlipat tiga? 

2. Suatu koloni bakteri bertambah dengan laju yang berbanding 
lurus dengan banyaknya bakteri yang ada. Dalam waktu satu jam 
jumlahnya bertambah dari 2000 menjadi 5000. Berapa waktu yang 
diperlukan agar jumlah bakteri berlipat dua? 

3. Uang sejumlah $ 4000 diinvestasikan dengan bunga 12% tiap 
tahun bertambah secara kontinu. Berapa jumlah uang tersebut 
sesudah 6 tahun? 

4. Uang sejumlah $ 15000 ditanamkan dengan bunga 6% tiap tahun, 
bertambah secara kontinu. Dalam berapa tahun jumlah uang 
menjadi dua kali? 

5. Suatu benda dengan massa 25 kg dilemparkan ke atas dari 
permukaan bumi dengan kecepatan awal v0 = -30 kaki/detik. 
Selain beratnya, gesekan dengan udara bekerja pada benda itu 
yang besarnya (dalam pon) sama dengan tiga kali kecepatan 
benda pada setiap saat. Berapa lama benda bergerak ke atas? 
(Perjanjian yang dipakai di sini ialah bahwa arah + (positif) adalah 
arah ke bawah) 

6. Suatu bejana berisi 50 galon air asin yang di dalamnya dilarutkan 5 
pon garam. Air murni mengalir ke dalam bejana dengan laju 3 
galon tiap menit. Campuran diaduk agar merata mengalir keluar 
bejana dengan laju aliran masuk. Berapa jumlah garam di dalam 
bejana sesudah 15 menit? 

7. Berapa tahun diperlukan untuk menanam uang sejumlah $ 2000 
dengan bunga 5,5% tiap tahun dan bertambah secara kontinu 
sampai mencapai $ 8000? 
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8. Dalam suatu rangkaian listrik RL diketahui bahwa L = 3 henry, R 
= 6 ohm, V(t) = 3 sin t dan I0 = 10 ampere. Hitunglah nilai arus 
pada saat t? 

9. Dalam suatu rangkaian RL diketahui bahwa L = 4 henry, R = 5 
Ohm, V = 8 Volt dan I(0) = 0 Ampere. Tentukanlah arus pada 
rangkaian sesudah 0,1 detik? 

10. Sebuah bejana berisi 40 galon air asin yang mengandung 10 pon 
larutan garam. Air asin mengandung 2 pon larutan garam tiap 
galon mengalir ke dalam bejana dengan laju 4 galon tiap menit. 
Campuran dipertahankan merata, mengalir ke luar bejana dengan 
3 galon tiap menit. Berapa banyaknya garam dalam bejana pada 
setiap saat? Carilah jumlah garam dalam bejana sesudah satu jam? 

11. Sebuah benda bersuhu 700F ditempatkan (pada saat t = 0) di luar 
rumah, yang suhunya 400F. Sesudah 3 menit suhu menjadi 600F. 
Berapa waktu diperlukan agar suhu benda mendingin sampai 
500F dan berapa suhu benda sesudah 5 menit? 

12. Suatu bejana berisi 30 galon air asin yang mengandung 10 pon 
larutan garam. Air asin yang tiap galonnya mengandung 2 pon 
larutan garam mengalir ke dalam bejana dengan laju 3 galon tiap 
menit. Campuran dipertahankan merata dengan mengaduknya, 
mengalir ke luar bejana dengan laju 2 galon tiap menit. Berapa 
jumlah garam dalam bejana pada setiap saat t? Berapa jumlah 
garam dalam bejana sesudah 10 menit? 

13. Diketahui bahwa waktu umur paroh radio karbon adalah 5568 
tahun. Berapa umur contoh kayu purba yang telah kehilangan 
15% dari jumlah radio karbon semula? 

14. Dalam rangkaian  RL diketahui bahwa L = 2 henry, R = 4 ohm, 
V(t) = e-t  volt dan I(0) = 0 ampere. Tentukanlah arus pada setiap 
saat? 

15. Jika laju pertumbuhan rugi yang dibiakkan sebanding dengan 
banyaknya populasi pada saat t dan populasi tersebut menjadi 
dua kali lipat banyaknya dalam sehari. Berapa banyaknya 
populasi tersebut setelah satu minggu? 
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16. Andaikan suatu kapur barus yang berbentuk bola berkurang 
volumenya karena menguap dengan laju yang sebanding dengan  
luas permukaannya saat itu. Jika garis tengah kapur barus 
menurun dari 2 cm menjadi 1 cm dalam 3 bulan, berapa lama 
kapur tersebut habis? (sampai garis tengahnya 1 mm) 

17. Percobaan menunjukkan bahwa laju inversi gula tebu dalam 
larutan gula dengan air adalah sebanding dengan konsentrasi 

larutan gula y(t) tersebut. Misalkan konsentrasinya adalah 
100

1

pada  t = 0 dan 
300

1
pada t = 4 jam tentukanlah y(t). 

18. Sebuah termometer, terbaca 150C, dimasukkan ke dalam suatu 
ruangan yang temperaturnya 230C. Satu menit kemudian 
termometer sebut menunjukkan angka 190C. Berapa lama waktu 
yang diperlukan agar termometer  tersebut menunjukkan angka 
230C, katakanlah 22,90C? 

19. Sebuah kapasitor (C = 0,1 farad) dihubungkan seri dengan resistor 
(R = 200 ohm) dan sebuah sumber energi (E0 = 12 volt) seperti 
terlihat pada Gambar 2. Tentukanlah tegangan V(t) pada 
kapasitor, andaikan pada saat t = 0 kapasitor dalam keadaan tidak 
bermuatan sama sekali? 

20. Tentukanlah arus I(t) dalam rangkaian RC seperti tampak pada 
Gambar 2. Andaikan E = 100 volt, C = 0,25 farad, R merupakan 
peubah yang berharga R = (100 – t) ohm, bila 0  t  100 detik, R 
= 0 bila t =100 detik dan I(0) = 1 ampere. 
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Gambar 2  Rangkaian RC untuk Soal No. 19 dan 20 

21. Andaikan seorang penerjun jatuh ke bawah dari keadaan diam 
dan parasut terbuka pada suatu saat, katakanlah t = 0 ketika 
kecepatan penerjun V(0) = 10 m/detik.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

R
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C
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BBAABB  44  

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER 
 

Suatu PD linier orde n adalah suatu persamaan yang dapat 
ditulis dalam bentuk  

  an(x) y(n) + an-1(x) )1( ny  +…+ a1(x) y   + a0(x)y = r(x). 

Koefisien-koefisien an(x), an-1(x), …, a0(x) dan r(x) merupakan fungsi-
fungsi yang kontinu dan koefisien yang pertama yaitu an(x) 0. 
Apabila fungsi r(x) identik dengan nol (r(x) = 0) maka PD tersebut 
disebut PD linier homogen, sedangkan apabila fungsi r(x)  0, disebut 
PD linier non homogen. Apabila koefisien-koefisien an(x), an-1(x),…,  
a0(x) adalah konstan (tetap) maka PD linier dengan koefisien konstanta 
dan di lain pihak dinamakan PD dengan koefisien-koefisien peubah. 
Contoh: 

1. x y  – 2yx = x2 

2. y   + 4y = ex sin x 

3. y   + 2 y  + 3y = cos x 

4. y(4) – y = 0 

5. y   – y   – y+  y = sin x 

Contoh 1 adalah suatu PD linier non homogen orde satu dengan 
koefisien konstanta. Contoh 2 dan 3 adalah suatu PD linier non 
homogen orde 2 dengan koefisien konstanta. Contoh 4 adalah suatu 
PD linier homogen orde 4 dengan koefisien konstanta, sedangkan 
Contoh 5 adalah suatu PD linier non homogen orde 3 dengan koefisien 
konstan. 
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 Suatu PD linier orde dua dikatakan linier, apabila PD 
tersebut dapat ditulis dalam bentuk 

a y   + b y  + cy = r(x), 

dimana a, b dan c merupakan konstanta, atau  

a )x(rcy
dx

dy
b

dx

yd


2

2

. 

Apabila r(x) = 0 maka  dikatakan PD linier orde dua homogen dan bila 

r(x) 0 , maka dikatakan PD linier orde dua non homogen. 

 Bentuk umum PD linier orde 2 homogen adalah  

a2 y   + a1 y  + a0y = 0 

atau 

,ya
dx

dy
a

dx

yd
a 0012

2

2   

dimana a2, a1, dan a0 merupakan konstanta. Metode untuk 
memudahkan menyelesaikan PD jenis ini digunakan operator D, yakni 

D = 
dx

d
   sehingga Dy = 

dx

dy
. Dengan demikian PD dapat ditulis 

menjadi  

(a2D2 + a1D + a0) y = 0. 

Jika difaktorkan maka diperoleh  

(D - ) (D -  ) = 0, 

dimana  dan   merupakan konstanta. Langkah selanjutnya adalah 

sebagai berikut: 

Misalkan (D -  ) y = z diperoleh 

(D -  ) z = 0  atau Dz -  z = 0. 

Sehingga diperoleh 
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0 z
dx

dz
   atau  0 dx

z

dz
 . 

Dengan pengintegralan, diperoleh 

   0dx
z

dz
  

         ln z -  x = ln C 

         ln (z/C) =   x 

          z/C = e x 

           z = C e x. 

Sehingga diperoleh  

(D -  ) y = Ce x  atau 
xCey

dx

dy   . 

Untuk menyelesaikan PD (D -  ) y = Ce x  dilakukan sebagai 

berikut: Ambil 

(D -  ) y = 0  atau  Dy -  y = 0, 

yang dapat ditulis menjadi 

0 y
dx

dy
   atau  0 dx

y

dy
 . 

Dengan pengintegralan, diperoleh 

   0dx
y

dy
  

ln y -  x = ln C1 

ln (y/C1) =  x 

y/C1 = e  x 

y = C1e  x. 
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Pandang   C1   adalah   fungsi  dari  x   yaitu   C1 = C1(x),   sehingga   y = 

C1(x)e  x.  Jadi x

1

x

1  e(x)C (x)eC  
dx

dy
, 

dan substitusikan pada xCey
dx

dy   ,  sehingga diperoleh:  

)(C1 x e x + C1(x)  e x -  C1(x)e  x = C e x . 

Bentuk ini disederhanakan menjadi 

)(C1 x e x = Ce x  atau  )(C1 x = Ce( )  x. 

Akibatnya, 

)(C1 x  = kdxCe x 
 )(   

     = ke
C x 


 )()( 


. 

Tulis 
 

C
 = k0 sehingga C1(x) = k0 ke x  )(  . Jadi penyelesaian PD 

adalah 

    y =   kek x)(

o  e x 

     =  k0 e(   )x e  x + ke  x 

        =  k0 e x + k e  x. 

 

 

Contoh 4.1.  Selesaikan PD 065  yyy . 

Penyelesaian.  Tulis PD ini menjadi 

(D2 + 5D + 6)y = 0  atau  (D + 2)(D + 3)y = 0. 

Akibatnya diperoleh akar-akar 
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D1 =  = -2  dan  D2 =  = -3. 

Dengan demikian, penyelesaian PD adalah 

y = k0 e x + k e  x 

                 = k0 e-2x + k e-3x.  

 

Contoh 4.2.   Selesaikanlah PD 02  yyy . 

Penyelesaian.  Tulis kembali PD menjadi 

 (D2 + D – 2)y = 0   atau   (D – 1)(D + 2) y = 0. 

Sehingga akar-akarnya adalah D1 =    = 1  dan  D2 =  = -2. Jadi, 

penyelesaian PD adalah 

y = k0 ex + k e-2x. 

 

Contoh 4.3.   Selesaikanlah PD  054
2

2

 y
dx

dy

dx

yd
. 

Penyelesaian. PD ini dapat ditulis menjadi 

(4D2 – 5D + 1) y = 0  atau  0)1()14(  yDD . 

Sehingga diperoleh 

 D1 =  = 1/4   dan  D2 =  = 1. 

Jadi, penyelesaian PD adalah 

y = k0 e x + k e  x 

                  = k0 
4/xe  + k ex. 

 

Cara lain untuk memperoleh penyelesaian umum PD 
homogen orde dua berkoefisien konstanta adalah sebagai berikut: 
Pandang PD yang berbentuk 
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0''' 210  yayaya , 

dengan  a0, a1 dan a2  adalah konstanta sebarang. Jika dimisalkan m 
adalah akar persamaan karakteristik 

021

2

0  amama , 

maka akar-akar karakteristiknya dapat diselesaikan dengan rumus abc 
untuk persamaan kuadrat,  yaitu : 






  20

2

11

0

1 4
2

1
aaaa

a
m ,   

dan 






  20

2

11

0

2 4
2

1
aaaa

a
m . 

Karena a0, a1 dan a2  adalah bilangan real sehingga akar-akar 
karakteristiknya mempunyai 3 (tiga) kemungkinan (kasus) yakni: 

1. Dua akar real berbeda 

2. Dua akar real sama 

3. Dua akar kompleks konjugate 

Kasus-kasus di atas ditinjau sebagai berikut: 

Kasus 1: Dua akar real berbeda. 

Kasus ini timbul disebabkan diskriminan (D) dari persamaan 
karakteristiknya adalah bilangan positif atau D > 0, yakni 

04 20

2

1  aaa , 

sehingga akar-akar kuadratnya adalah bilangan real dan berbeda. Jadi 
penyelesaian  umum PD adalah: 

xmxm
ececy 21

21  , 

dengan c1 dan c2 adalah konstanta sebarang. 
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Kasus 2: Dua akar real sama. 

Kasus ini timbul disebabkan diskriminan (D) dari persamaan 
karakteristiknya sama dengan nol yaitu D = 0, dapat dituliskan 

04 20

2

1  aaa . 

Sehingga akar-akar kuadratnya adalah 

1

0

21
2

1
a

a
mm  . 

Jadi penyelesaian umum PD adalah 

mxexccy )( 21  , 

dengan c1 dan c2 adalah konstanta sebarang dan m1 = m2 = m. 

 

Kasus 3:  Dua akar kompleks conjugate. 

Kasus ini timbul disebabkan diskriminan (D) dari persamaan 
karakteristiknya adalah negatif yaitu D < 0, dapat dituliskan 

04 20

2

1  aaa . 

Sehingga akar-akar kuadratnya adalah kompleks konjugat yaitu 

ia
a

m  1

0

1
2

1
  dan  ia

a
m  1

0

2
2

1
, 

dengan   
2

120
4

1
aaa  . Dengan menggunakan rumus Euler 

diperoleh bahwa: 

xixeix sincos   

xixe ix sincos  . 
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Dengan demikian diperoleh penyelesaian umum PD adalah   

  ),sincos( 21

2

1
1

0 xcxcey
xa

a  


 

dengan c1 dan c2 adalah konstanta sebarang. 

 

Contoh 4.4. Carilah penyelesaian  umum PD 02'''  yyy . 

Penyelesaian. Misal m adalah akar-akar persamaan karakteristiknya, 
sehingga diperoleh persamaan karakteristik   

m2 + m -2 = 0  atau  (m + 2)(m - 1) = 0. 

Akar-akarnya adalah  m1 = -2,  dan  m2 = 1  (m1 ≠ m2). Jadi penyelesaian  
umum PD adalah  

xx ececy 2

2

1   . 

 

Contoh 4.5.  Carilah penyelesaian umum PD 06'''  yyy . 

Penyelesaian.  Misal m adalah akar persamaan karakteristik  

m2 - m -6 = 0  atau  (m - 3)(m + 2) = 0. 

Diperoleh  m1 = 3 , m2 = -2, sehingga penyelesaian umum PD adalah  

xx ececy 2

2

3

1

 . 

Contoh 4.6.  Carilah penyelesaian umum PD 049'14''  yyy . 

Penyelesaian.  Misal  m adalah akar persamaan karakteristiknya, 
sehingga diperoleh persamaan karakteristik 

m2 - 14m + 49 = 0  atau  (m - 7) (m - 7) = 0. 

Sehingga diperoleh akar-akar persamaan karakteristik m1 = 7 dan m2 = 
7, dan penyelesaian umumnya adalah 

xx excecy 7

2

7

1  . 
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Contoh 4.7. Carilah penyelesaian umum PD 010'2''  yyy . 

Penyelesaian.  Persamaan karakteristiknya adalah  m2 - 2 m + 10 = 0. 
Perhatikan bahwa 

D = acb 42   =  4 – 40 = -36 < 0 

dan  

2

120
4

1
aaa  .39110   

 

Akibatnya, 

iia
a

m 31
2

1
1

0

1     dan  iim 313)2(
1.2

1
1  . 

Jadi penyelesaian umum PD adalah  

)3sin3cos( 21 xcxcey x  , 

dengan c1 dan c2 konstanta sebarang. 
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BBAABB  55  

PD LINIER ORDE DUA NON 
HOMOGEN DENGAN KOEFISIEN 

KONSTANTA 
 

 Bentuk umum PD orde dua non homogen dengan koefisien 
konstanta adalah 

)(''' 210 xGyayaya  , 

dengan  a0, a1 dan a2 merupakan konstanta serta G(x) ≠ 0. Misal yh 
merupakan penyelesaian PD homogen yang mana telah dibahas pada 
bab sebelumnya, dan yp adalah penyelesaian non homogennya.  
Penyelesaian  umum PD linier orde dua non homogen adalah 

y = yh  + yp. 

Untuk mencari yp dapat digunakan metode: 

1. Koefisien tak tentu 

2. Variasi parameter 

 

5.1 KOEFISIEN TAK TENTU 

 Untuk menyelesaikan PD di atas dengan menggunakan 
metode koefisien tak tentu, dapat dibagi menjadi beberapa kasus, yaitu 

 

 

Kasus 1: Jika bentuk fungsi G(x) pada PD merupakan fungsi 

eksponensial, yaitu axEe , maka pilihlah yp adalah fungsi berbentuk  
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),( axk Aex  dengan k adalah banyaknya akar yang sama pada PD 

homogennya dan A merupakan koefisien tak tentu yang dicari dengan 
cara substitusi yp dan turunan yp dua kali terhadap x ke dalam PD. Jika 

axEexG )( , maka PD menjadi 

  axEeyayaya  210 ''' .                 (5.1) 

Misalkan ax

p Aey  , dan turunkan yp dua kali terhadap x, diperoleh 

ax

p aeAy '   dan   ax

p eaAy 2''  . 

Substitusikan ', pp yy  dan ''py  pada Persamaan (5.1), diperoleh 

axaxaxax EeeAaeAaaeAaa  )()()( 21

2

0 , 

yang kemudian bagi kedua ruas dengan eax, didapat 

EAaAaaAaa  21

2

0 , 

atau    

EaaaaaA  )( 21

2

0 . 

Sehingga diperoleh
21

2

0 aaaaa

E
A


 . Dari persamaan ini, 

diperoleh bahwa 

021

2

0  aaaaa . 

Maka 

)( axk

p Aexy  , 

dengan k banyaknya akar yang sama pada PD homogennya dan a 
adalah akar persamaan karakteristiknya. Jadi penyelesaian umum PD 
berbentuk 

y = yh + yp, 
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atau               

)(2211

axk Aexycycy  , 

dengan c1 dan c2 konstanta sebarang. 

Kasus 2: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk polinomial berderajat m, 
yaitu xm, dengan m ≥ 0, maka yp  dipilih berbentuk 

)...( 10

m

m

k xAxAAx  , dengan k adalah banyaknya akar yang 

sama pada PD homogennya. Jika G(x) = ,1

10 m

mm bxbxb     PD 

menjadi 

  yayaya 210 ''' .1

10 m

mm bxbxb                                     (5.2) 

Untuk memperoleh penyelesaian PD non homogen, dimisalkan  

m

mp xAxAAy  ...10  

dan diperoleh 

1

1 ...' AxAmy m

mp   , 

 2

2 2...)1('' AxAmmy m

mp   . 

Substitusikan ', pp yy  dan ''py  ke Persamaan (5.2), diperoleh  

]2)1([ 2

2

0 AxAmma m

m     +  1

1

1 AxAma m

m  

)...( 102

m

mxAxAAa  = .1

10 m

mm bxbxb                          (5.3) 

Samakan koefisien ruas kiri dan ruas kanan, diperoleh 

          mAa2 = ,0b  

          mm AamAa 112  = ,1b  

          

201102 2 AaAaAa  = mb , 
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sehingga didapat 
2a

a
Am  , dengan a2 ≠ 0. Jika a2 = 0 dan  a1 ≠ 0, maka 

ruas kiri pada Persamaan (5.3) menjadi polinomial berderajat  m-1, dan 

tidak memenuhi Persamaan (5.3). Untuk menjadikan ''' 10 pp yaya    

polinomial berderajat m, dan penyelesaian  tidak homogen yp harus 
diubah menjadi polinomial berderajat  m +1, sehingga  

)...( 10

m

mp xAxAAxy  . 

Jika a2 = 0 dan  a1 = 0, maka ruas kiri pada Persamaan (1.3) menjadi 
polinomial berderajat  m - 2, sehingga pilihan yp berbentuk 

)...( 10

2 m

mp xAxAAxy  . 

Jadi, secara umum penyelesaian PD non homogen adalah: 

)...( 10

m

m

k

p xAxAAxy  , 

dengan k adalah banyaknya akar yang sama pada PD homogennya. 
Dengan demikian penyelesaian umum PD adalah  

2211 ycycy   + )...( 10

m

m

k xAxAAx  , 

dengan c1 dan c2  konstanta sebarang, dan A0 , A1, …, Am merupakan 
koefisien tak tentu yang dicari dengan cara substitusi yp dua kali 
terhadap x pada PD. 

Kasus 3: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk perkalian antara fungsi 
polinomial dengan fungsi eksponensial, yaitu xm eax, maka pilihan yp 
berbentuk  

axm

m

k exAxAAx )...( 10  , 

dengan k adalah banyaknya akar yang sama pada PD homogennya. 

Jika G(x) =   ,1

10

ax

m

mm ebxbxb     maka PD menjadi 

ax

m

mm ebxbxbyayaya )(''' 1

10210    .               (5.4) 

Misalkan  
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axm

mp exAxAAy )...( 10  ,  atau )(xuey ax

p  , 

dengan u(x) = m

mxAxAA  ...10 . Turunkan yp dua kali terhadap x, 

diperoleh 

])()('[' xauxuey ax

p   

dan  

              ])()('2)(''['' 2 xuaxauxuey ax

p  . 

Substitusikan ', pp yy  dan ''py  pada Persamaan (5.4) diperoleh 

])()('2)(''[ 2

0 xuaxauxua   + ])()('[1 xauxua   + a2 u(x)  

              =   ,1

10

ax

m

mm ebxbxb     

atau 

)()()()(')2()('' 21

2

0100 xPxuaaaaaxuaaaxua n  

dengan Pn(x) =   .1

10

ax

m

mm ebxbxb     Jika 021

2

0  aaaaa , 

maka u(x) = m

mxAxAA  ...10 , sehingga penyelesaian  Persamaan 

(5.4) adalah 

)...( 10

m

m

ax

p xAxAAey  . 

Sedangkan jika 021

2

0  aaaaa  dan 02 10 aaa , maka dalam 

hal ini  

u(x) = ),...( 10

2 m

m xAxAAx   

dikarenakan eax dan xeax adalah penyelesaian PD homogennya. Jadi 
penyelesaian PD homogen adalah  

axm

m

k

p exAxAAxy )...( 10  , 
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dengan A0, A1, …,Am adalah koefisien yang dicari dengan cara 
substitusi yp dan turunkan yp dua kali terhadap x pada Persamaan 
(5.4). Dengan demikian, penyelesaian umum PD adalah 

 

 y = yh + yp  

      axm

m

k exAxAAxycyc )...( 102211  . 

Kasus 4: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk BxxBxx nm cossin  , 

dengan m dan n masing-masing adalah derajat polinomial, maka yp  
yang dipilih berbentuk 

]sin)...(cos)...([ 10101 BxxBxBBBxxAxAAxy m

m

m

m

k

p   

dan   

]sin)...(cos)...([ 10102 BxxBxBBBxxAxAAxy n

n

n

n

k

p 

, 

dengan A0, A1, …,Am dan B0, B1, …,Bn merupakan koefisien tak tentu 
yang dicari dengan cara substitusi yp dan turunkan yp dua kali 
terhadap x pada PD. Maka PD  menjadi  

yayaya 210 '''  = BxxBxx nm cossin  .                (5.5) 

Untuk mencari penyelesaian  partikulir Persamaan (5.5), dimisalkan 

]sin)(cos)...([ 1010 BxxBxBBBxxAxAAxy s

s

s

s

k

p  

, 

dengan s adalah derajat polinomial m dan n. Dengan demikian 
penyelesaian umum PD adalah  

y = yh + yp  pyycyc  2211 . 

Kasus 5: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk E1 cos Bx atau E2 sin Bx, 
dengan B ≠ 0, maka yp yang dipilih berbentuk 

)sincos( 00 BxBBxAxk  , dengan A0 dan B0 koefisien tak tentu yang 
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dicari dengan cara substitusi yp dan turunkan yp dua kali terhadap x ke 
PD. Maka PD menjadi 

yayaya 210 '''  = E1 cos Bx,                 (5.6) 

atau  

yayaya 210 '''  = E2 sin Bx.                          (5.7) 

Untuk mencari penyelesaian Persamaan (5.6) atau Persamaan (5.7), 

dimisalkan ),sincos( 00 BxBBxAxy k

p   dengan k adalah 

banyaknya akar yang sama pada PD homogennya. Jadi 
penyelesaian umum PD adalah 

pyycycy  2211  

                  2211 ycyc  + )sincos( 00 BxBBxAxk  , 

dengan c1 dan c2  konstanta sebarang. 

Kasus 6: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk E1 eax cos Bx atau E2 eax sin 
Bx, dengan E1, E2 adalah konstanta yang tidak sama dengan nol, maka 

yp yang dipilih berbentuk )sincos( 00 BxeBBxeAx axaxk  . Maka 

PD menjadi 

yayaya 210 '''  = E1 eax cos Bx,                 (5.8) 

atau    

yayaya 210 '''  = E2 eax sin Bx.                 (5.9) 

Untuk mencari penyelesaian  partikulir Persamaan (5.8) atau 
Persamaan (5.9), dimisalkan  

)sincos( 00 BxeBBxeAxy axaxk

p  . 

Dengan demikian penyelesaian umum PD adalah 

         y = yh + yp  

 2211 ycyc )sincos( 00 BxeBBxeAx axaxk  . 
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Di sini k adalah banyaknya akar yang sama pada PD homogennya dan 
A0 dan B0 adalah koefisien yang dicari dengan cara substitusi yp dan 
turunkan yp dua kali terhadap x ke PD. Untuk lebih memudahkan 
dalam mencari penyelesaian PD dengan metode koefisien tak tentu,  
dapat dilihat pada Tabel 1 di bawah ini. 

Tabel 1 Pemilihan yp untuk Beberapa Kasus Khusus G(x) pada Metode 
Koefisien Tak Tentu 

No. Bentuk Fungsi G(x) Pilihan untuk yp 

1. xm )...( 10

m

m

k xAxAAx   

2. axEe  )( axk Aex  

3. xm eax axm

m

k exAxAAx )...( 10   

4. E1 cos Bx atau E2 sin 
Bx 

)sincos( 00 BxBBxAxk   

5. BxxBxx nm cossin   

]sin)...(

cos)...([

10

10

BxxBxBB

BxxAxAAx

m

m

m

m

k




 

6. E1 eax cos Bx atau E2 eax 
sin Bx 

)sincos( 00 BxBBxAex axk   

 

Dalam mencari penyelesaian PD linier dengan menggunakan metode 
koefisien tak tentu berlaku aturan-aturan sebagai berikut: 

A.  Aturan Dasar 

Jika G(x) pada PD merupakan salah satu fungsi yang terdapat 
di kolom pertama pada Tabel 1, maka pilihlah fungsi yp yang 
bersesuaian di kolom kedua, lalu tentukan koefisien tak tentunya 
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dengan cara substitusi yp dan turunkan yp dua kali terhadap x ke 
persamaan diferensialnya. 

B. Aturan Modifikasi 

Jika G(x) pada PD merupakan bentuk penyelesaian PD 
homogen, maka kalikan yp yang dipilih dengan xk, dengan k adalah 
banyaknya akar yang sama pada PD homogennya. 

C.  Aturan Penjumlahan 

Jika G(x) pada PD merupakan penjumlahan fungsi-fungsi yang 
berasal dari beberapa baris pada kolom pertama pada Tabel 1, maka 
pilihlah yp yang berupa penjumlahan fungsi-fungsi dari baris yang 
bersesuaian pada kolom kedua. 

 

Contoh 5.1. Carilah penyelesaian umum PD 

   12'3'' 2  xyy .                           (5.10) 

Penyelesaian. Langkah pertama yang harus dilakukan adalah mencari 
penyelesaian  PD dari Persamaan (5.10). PD homogennya adalah 

 0'3''  yy .                (5.11) 

Misalkan m adalah akar-akar karakteristik dari Persamaan (5.11), maka 
persamaan karakteristik dari Persamaaan (5.11) adalah 

m2 – 3m = 0  atau m (m – 3) = 0. 

Sehingga akar-akarnya adalah m1 = 0 dan m2 = 3. Penyelesaian  umum 
PD homogennya adalah 

xx

h ececy 3

2

0

1 
xecc 3

21  , 

dengan c1 dan c2  konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian  PD 
non homogennya yaitu yp, maka Aturan A yang digunakan, sehingga 

yp = )( 2

210 xAxAAxk  . 
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Karena 2x2 + 1 ditulis dalam bentuk penyelesaian PD homogennya, 
dengan akar yang sama tidak ada,  artinya k = 1, sehingga 

                      yp =  )( 2

210 xAxAAx  .               (5.12) 

Persamaan (5.12)  diturunkan terhadap x dua kali, diperoleh 

                         2

210 32' xAxAAyp                                               (5.13) 

dan   

                       xAAyp 21 62''  .                                                      (5.14) 

Substitusikan Persamaan (5.12), (5.13) dan (5.14) ke Persamaan (5.10), 
diperoleh 

1296362 22

21021  xxAxAAxAA . 

Samakan koefisien ruas kiri dan ruas kanan, diperoleh 

2 A1 – 3 A0 = 1, 

6 A2 – 6 A1 = 0, 

         - 9 A2 = 2. 

Penyelesaian sistem persamaan ini adalah 

9

2
,

9

2
12  AA   dan  

27

13
0 A . 

Jadi penyelesaian persamaan tidak homogennya adalah: 

32

9

2

9

2

27

13
xxxy p  . 

Sedangkan penyelesaian umum PD adalah: 

        y = yh + yp 

 
 

Co
.

9

2

9

2

27

13 323

21 xxxecc x 
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Contoh 5.2. Carilah penyelesaian umum PD  

 xeyyy 246'5''                    (5.15) 

Penyelesaian. Pertama-tama selesaikan persamaan homogennya 

                06'5''  yyy .                              (5.16) 

Persamaan karakteristik dari Persamaan (5.16) adalah 

m2 – 5 m + 6 = 0  atau  (m – 2)(m – 3) = 0, 

sehingga akar-akarnya adalah m1 = 2,   m2 = 3. Penyelesaian umum dari 
PD homogennya adalah 

xx

h ececy 3

2

2

1  , 

dengan c1 dan c2  konstanta sebarang. Sedangkan penyelesaian 
persamaan tidak homogennya, yaitu yp dapat digunakan Aturan B, 
sehingga 

   xk

p Aexy 2  

Karena Ae2x ditulis sebagai bentuk penyelesaian PD homogennya, 
dengan akar yang sama tidak ada, maka k = 1, sehingga 

                                               x

p Aexy 2 .                                                   (5.17) 

Diturunkan terhadap x dua kali, diperoleh 

      xx

p AexeAy 222'                       (5.18) 

dan 

.44'' 22 xx

p AexeAy                (5.19) 

Substitusikan Persamaan (5.17), (5.18) dan (5.19) ke PD diperoleh 

  xx AexeA 22 44  xxxx exeAAexeA 2222 46)2(5   

xx AexeA 22 44  xxxx exeAAexeA 2222 46510   

      xx eAe 22 4  
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           A = - 4. 

Penyelesaian PD non homogennya adalah 

x

p xey 24 . 

Jadi penyelesaian umum PD adalah 

xxx xeececy 23

2

2

1 4 . 

 

Contoh 5.3.  Carilah penyelesaian umum PD  

                      xxeyyy 7'2''                 (5.20) 

Penyelesaian.  Persamaan  homogen dari PD ini adalah 

                 0'2''  yyy ,                                      (5.21) 

sehingga persamaan karakteristiknya adalah 

m2 – 2 m + 1 = 0 atau (m – 1)2 = 0. 

Dengan demikian akar-akarnya adalah m1 = 1 dan  m2 = 1. 
Penyelesaian umum PD homogennya adalah 

xx

h xececy 21  , 

dengan c1, c2  konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian PD non 
homogennya, dipilih yp sesuai dengan  Aturan C, yaitu 

xk

p exAAxy )( 10   

Karena 7xex ditulis sebagai bentuk penyelesaian PD homogennya, 
dengan akar yang sama ada dua, maka k = 2, sehingga 

 x

p exAAxy )( 10

2  .               (5.22) 

Diturunkan terhadap x dua kali, diperoleh 

 xx

p exAxAexAxAy )()32(' 3

1

2

0

2

10        (5.23) 

dan 
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xxx

p exAAexAxAexAxAy )62()64()('' 10

2

10

3

1

2

0   (5.24) 

Substitusikan Persamaan (5.22), (5.23) dan (5.24) ke PD, diperoleh 

xxx exAAexAxAexAxA )62()64()( 10

2

10

3

1

2

0  - 
xx exAxAexAxA )()32( 3

1

2

0

2

10   + xx xeexAxA 7)( 3

1

2

0  , 

sehingga diperoleh  xx xeexAA 7)62( 10  . Samakan ruas kiri dan 

kanan, diperoleh 

A0 = 0 dan 
6

7
1 A . 

Penyelesaian PD non homogennya adalah 

x

p exy 3

6

7
 . 

Jadi penyelesaian umum PD adalah 

.
6

7 3

21

xxx exxececy   

 

Contoh 5.4. Carilah penyelesaian umum PD  

xeyyy x cos432'2''   . 

Penyelesaian. Pertama-tama selesaikan persamaan homogennya, yaitu 

02'2''  yyy , 

sehingga persamaan karakteristiknya adalah 

m2 + 2 m + 2 = 0. 

Akar-akar persamaan karakteristiknya, yaitu 

m1 = -1 + i,   m2 = -1 - i. 

Penyelesaian umum PD homogennya adalah 
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)sincos( 21 xcxcey x

h   , 

dengan c1 dan c2  konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian PD 
non homogennya, yaitu yp, maka  gunakan Aturan C, sehingga 

)sincos( 321 xAxAeAxy xk

p   . 

Karena 3e-x + 4 cos x bukan bentuk penyelesaian PD homogennya, dan 
tidak ada akar yang sama, maka 

                                              xAxAeAy x

p sincos 321   .                         

(5.25) 

Diturunkan dua kali terhadap x, didapat 

 xAxAeAy x

p cossin' 321                             (5.26) 

dan 

          xAxAeAy x

p sincos'' 321                  (5.27) 

Substitusikan Persamaan (5.25), (5.26) dan (5.27) pada PD, diperoleh 

xAxAeA x sincos 321  +2 )cossin( 321 xAxAeA x   + 2

)sincos( 321 xAxAeA x  = 3e-x + 4 cos x.                      (5.28) 

Samakan ruas kiri dan ruas kanan Persamaan (5.28), diperoleh 

A1 = 3,  A2 + 2A3  =  4,   A3 - 2A2   = 0. 

Sistem persamaan ini diselesaikan, diperoleh 

A1 = 3,  
5

4
2 A ,  dan 

5

8
3 A . 

Jadi penyelesaian PD non homogennya adalah 

.sin
5

8
cos

5

4
3 xxey x

p   . 

Penyelesaian  umum PD adalah 



94 Judul Buku 

 

.sin
5

8
cos

5

4
3)sincos( 21 xxexcxcey xx    

 

5.2  VARIASI PARAMETER 

Jika fungsi G(x) pada PD bukan fungsi koefisien tak tentu, 
maka untuk mencari penyelesaian  umum PD non homogennya dapat 
diselesaikan dengan menggunakan metode variasi parameter. Jika {y1 , 
y2} merupakan himpunan penyelesaian  fundamental dari PD 
homogen orde dua, maka langkah-langkah yang digunakan untuk 
menyelesaikan PD linier orde dua berkoefisien konstanta dengan 
menggunakan metode variasi parameter sebagai berikut: 

1. Menyelesaikan PD homogennya, yaitu 

0''' 210  yayaya , 

sehingga penyelesaian  umum persamaan homogennya adalah 

yh = c1 y1 + c2 y2, 

dengan c1 dan c2 konstanta sebarang. Sedangkan y1 dan y2 adalah 
penyelesaian  fundamental dari PD homogennya. 

2. Menggantikan konstanta-konstanta sebarang pada penyelesaian  
umum PD homogen dengan fungsi-fungsi x sebarang, sehingga 
penyelesaian PD non homogennya adalah 

yp = u1(x) y1(x) + u2(x) y2(x), 

dengan u1(x) dan u2(x)  adalah fungsi sebarang yang belum 
diketahui. Sedangkan y1(x) dan  y2(x) adalah basis penyelesaian PD 
homogennya. 

3. Jika yp pada Langkah (2) diturunkan terhadap x dua kali, maka 
didapat 

)(')()()(')(')()()('' 22221111 xyxuxyxuxyxuxyxuyp  . 

Karena u1 dan u2 merupakan dua fungsi sebarang dari x, diperoleh 
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     0)()(')()(' 2211  xyxuxyxu ,  

             (5.29) 

sehingga diperoleh 

)(')()(')(' 2211 xyxuxyxuyp   

dan    

)('')()(')(')('')()(')(''' 22221111 xyxuxyxuxyxuxyxuyp  . 

4. Mensubstitusikan ', pp yy  dan ''py  pada Langkah 3 ke PD, 

didapat 

   ])('')()(')(')('')()(')('[ 222211110 xyxuxyxuxyxuxyxua  

)](')()(')([ 22111 xyxuxyxua   + a2 [u1(x) y1(x) + u2(x) y2(x)] 

                = ])()(')(''[)( 1211101 xyaxyaxyaxu   +  

            )]()(')(''[)( 2221202 xyaxyaxyaxu   + 

            )(])(')(')(')('[ 22110 xGxyxuxyxua  .  

             (5.30) 

Karena y1 dan y2 merupakan penyelesaian  persamaan homogen, 
mengakibatkan 

0)()(')('' 121110  xyaxyaxya . 

dan    

0)()(')('' 222220  xyaxyaxya . 

Persamaan (5.30) menjadi 

)(])(')(')(')('[ 22110 xGxyxuxyxua  . 

             (5.31) 

5. Dari Persamaan (5.29) pada Langkah 3 dan Persamaan (5.31) pada 
Langkah 4 diperoleh sistem persamaan 
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        0)()(')()(' 2211  xyxuxyxu , 

0

2211

)(
)()(')()('

a

xG
xyxuxyxu  . 

6. Menyelesaikan sistem persamaan pada Langkah 5, sehingga 

didapat )('1 xu dan )('2 xu . 

7. Mengintegralkan )('1 xu dan )('2 xu pada Langkah 6, diperoleh 

u1(x) dan u2(x). 

8. Mensubstitusikan u1(x) dan  u2(x)  ke  yp  pada Langkah 2, 
diperoleh 

yp = u1(x) y1(x) + u2(x) y2(x). 

9. Menjumlahkan penyelesaian umum PD homogen dengan 
penyelesaian PD non homogen, sehingga penyelesaian  umum PD 

           y = yh + yp 

= c1y1 + c2y2  + u1(x) y1 + u2(x) y2. 

 

Contoh 5.5.  Carilah penyelesaian umum PD  

xexyyy 12'4''2  , x > 0. 

Penyelesaian.  Langkah pertama, selesaikan PD homogennya: 

02'4''2  yyy . 

Persamaan karakteristiknya adalah 

2m2 - 4 m + 2 = 0  atau  2 (m – 1)2 = 0, 

sehingga akar-akarnya adalah m1 = 1 dan  m2 = 1. Penyelesaian umum 
persamaan homogennya adalah 

xx

h xececy 21  , 

dengan c1 dan c2  konstanta sebarang serta ex dan xex adalah 
penyelesaian fundamental PD homogennya. Langkah kedua, gantilah c1 
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dan c2 pada penyelesaian umum persamaan homogen menjadi fungsi-
fungsi x sebarang, sehingga 

 xx

p xexuexuy )()( 21  ,                (5.32) 

merupakan penyelesaian PD non homogennya. Langkah ketiga, 
turunkan yp pada Persamaan (5.32) dua kali terhadap x, didapat 

].[)()(')()('' 2211

xxxxx

p exexuxexuexuexuy   

Dari sini diperoleh  

 0)(')(' 21  xx xexuexu                            (5.33) 

sehingga 

   ][)()(' 21

xxx

p exexuexuy                          (5.34) 

dan    

                    

].2[)(][)(')()(''' 2211

xxxxxx

p xeexuexexuexuexuy  (5.35) 

              

Langkah keempat, substitusikan Persamaan (5.32), (5.34) dan (5.35) ke 
PD, diperoleh  

 ]]2[)(][)(')()('[2 2211

xxxxxx xeexuexexuexuexu  

 ]][)()([4 21

xxx exexuexu

])()([2 21

xx xexuexu   

= xxxx exexexuexu 1

21 ]][)(')('[2  , 

atau     

  
2

]][)(')('[
1

21

x
xxx ex

exexuexu


 .                (5.36) 
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Langkah kelima, bentuk sistem persamaan dari Persamaan (5.33) dan 
(5.36), yaitu 

                0)(')(' 21  xx xexuexu  

      
2

][)(')('
1

21

x
xxx ex

exexuexu


 .                             (5.37) 

Langkah keenam, menyelesaikan sistem persamaan (5.37), diperoleh 

    xxuxu )(')(' 21  .               (5.38) 

Substitusikan Persamaan (5.38) pada persamaan kedua dari sistem 
persamaan (5.37),  diperoleh 

   
2

1)(')('
1

22




x

xxuxxu .                  (5.39) 

Sederhanakan Persamaan (5.391), diperoleh 

x
xu

2

1
)('2   

dan substitusikan ke Persamaan (5.38), sehingga diperoleh 

.
2

1
)('1 xu  

Langkah ketujuh, mengintegralkan u1(x) dan u2(x), diperoleh 

 
22

1
)(1

x
dxxu  

dan 

  .
2

ln

2

1
)(2

x
dx

x
xu  

Langkah kedelapan, mensubstitusikan u1(x) dan u2(x) ke Persamaan 
(5.32), diperoleh 
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,
2

ln

2

xx

p xe
x

e
x

y   

merupakan penyelesaian PD non homogennya. Langkah kesembilan, 
menjumlahkan yh yaitu penyelesaian umum PD homogennya dengan 
yp, yaitu penyelesaian umum PD non homogennya, diperoleh 

         y = yh + yp 

=  xx xecec 21  .
2

ln

2

xx xe
x

e
x

  

Contoh 5.6.  Carilah penyelesaian umum PD xyy sec''  . 

Penyelesaian.  PD homogennya adalah 0''  yy , sehingga 

persamaan karakteristiknya  adalah 

m2 + 1 = 0. 

Akar-akar persamaan karakteristik adalah m1 = i dan m2 = -i. Jadi 
penyelesaian PD homogennya adalah  

)sincos( 21

0 xCxCey x

h   

                xCxC sincos 21  , 

dengan C1 dan C2 konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian  
PD non homogennya, gantilah konstanta sebarang pada penyelesaian 
umum PD homogennya menjadi fungsi-fungsi x sebarang, sehingga 

                xxuxxuyp sin)(cos)( 21  .                                     (5.40) 

Turunkan yp dua kali terhadap x, diperoleh 

xxuxxuxxuxxuyp cos)(sin)('sin)(cos)('' 2211  . 

Dari sini didapat  

0sin)('cos)(' 21  xxuxxu ,               (5.41) 

sehingga 'py  menjadi 
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              xxuxxuyp cos)(sin)(' 21      (5.42) 

dan 

xxuxxuxxuxxuyp sin)(cos)('cos)(sin)(''' 2211  .    (5.43) 

Substitusikan Persamaan (5.40) dan (5.43) ke PD, diperoleh 

   xxxuxxu seccos)('sin)(' 21  .                   (5.44) 

Dari Persamaan (5.41) dan (5.44), diperoleh sistem persamaan 

                 0sin)('cos)(' 21  xxuxxu  

xxxuxxu seccos)('sin)(' 21  . 

Selesaikan sistem persamaan ini, didapat 

xxu tan)('1    dan  1)('2 xu . 

Dengan demikian, 

   ,coslntan)(1 xdxxxu  

            .1)(2 xdxxu  

Substitusikan u1(x) dan u2(x) ke yp, diperoleh 

  xxxxy p sincos.cosln   

           ,sincoslncos xxxx   

merupakan penyelesaian PD non homogennya. Penyelesaian umum 
PD adalah 

            y = yh + yp 

                                     .sincoslncossincos 21 xxxxxcxc   

BBAABB  66  
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PD LINIER HOMOGEN ORDE n 
DENGAN KOEFISIEN KONSTANTA 

 

 

Bentuk umum PD linier homogen orde n dengan koefisien 
konstanta adalah  

,01

)1(

1

)(  

 yayayaya nn

nn

o   

dengan a0, a1, , an-1, an adalah konstanta sebarang. Pada prinsipnya, 
untuk menyelesaikan PD ini adalah sama saja dengan PD linier 
homogen orde dua. Dengan demikian jika telah dipahami 
penyelesaian PD orde dua maka tidak sukar lagi untuk menyelesaikan 
PD orde n. Namun demikian, untuk menyelesaikan persamaan 
karakteristiknya diperlukan metode atau cara menyelesaikan akar-
akar persamaan polinomial. Sehingga penyelesaian PD linier homogen 
orde n adalah perluasan dari penyelesaian PD linier homogen orde 
dua. 

Misal m adalah akar karakteristik dari PD di atas, dengan 
demikian diperoleh persamaan dalam bentuk m yaitu 

001

1

10  

 amamama n

nn  . 

Jika persamaan ini diselesaikan, maka diperoleh akar-akarnya yaitu 
m1, m2, m3, , mn. Dengan demikian, secara umum:  

Kasus 1. Untuk m1 ≠ m2 ≠ m3 ≠ …≠ mn, diperoleh penyelesaian 
homogennya adalah  

xm

n

xmxmxm

h
nececececy  321

321 , 

dengan c1, c2, c3, …, cn adalah konstanta sebarang. 

Kasus 2. Untuk m1 = m2 = m3 = …= mn , diperoleh penyelesaian 
homogennya adalah  
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.)( 13

4

2

321

mxn

nh excxcxcxccy    

Untuk kasus lain,  dapat digunakan sebagaimana halnya pada PD 
linier homogen orde dua dengan koefisien konstanta. 

 

Contoh 6.1. Carilah penyelesaian umum PD 0'6''7)4(  yyy . 

Penyelesaian.  Misal m adalah akar persamaan karakteristik 

067 24  mmm  atau  .0)3)(2)(1(  mmmm  

Diperoleh akar-akar karakteristik 

m1 = 0,  m2 = 1, m3 = 2  dan  m4 = -3. 

Jadi penyelesaian umum  

xxx

h ecececcy 3

4

2

321

 , 

dengan  c1, c2, c3, dan c4 adalah konstanta sebarang. 

 

Contoh 6.2.  Carilah penyelesaian umum PD 

.04'432)4(  yyyyy  

Penyelesaian.  Persamaan karakteristiknya adalah 

 m4 + 2m3 – 3m2 – 4m + 4 = 0  atau .0)2()1( 22  mm  

Sehingga akar-akar karakteristik adalah 

m1 = 1,  m2 = 1, m3 = -2 dan  m4 = -2. 

Jadi penyelesaian umum PD adalah  

xxxx

h xececxececy 2

4

2

321

   

             xx exccexcc 2

4321 )()(  , 

dengan  c1, c2, c3, dan c4 adalah konstanta sebarang. 
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Contoh 6.3.  Carilah penyelesaian umum PD  08118 )5()7(  yyy . 

Penyelesaian.  Persamaan karakteristik dari PD adalah  

m7 + 18 m5 + 81 m3 = 0,  

yang jika difaktorkan diperoleh 

m3(m2 + 9)(m2 + 9) = 0. 

Diperoleh akar-akar karakteristik adalah 

m1 = m2 = m3 = 0,  m4 = m7 = -3i , m5 =  m6 = -3i.   

Jadi penyelesaian umumnya adalah  

)3sin3cos(3sin3cos 7654

2

321 xcxcxxcxcxcxccyh  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

BBAABB  77  
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PD LINIER NON HOMOGEN ORDE 
n DENGAN KOEFISIEN 

KONSTANTA 

 

Bentuk umum PD linier non homogen orde n dengan koefisien 
konstanta adalah  

)('... 1

)1(

1

)(

0 xGyayayaya nn

nn  

  

dengan a0, a1, , an adalah konstanta dan G (x) ≠ 0. Penyelesaian dari PD 
ini sama saja dengan PD orde dua, yaitu tentukan soluai homogennya 
(yh) dan penyelesaian non homogennya  (yp), sehingga penyelesaian 
umumnya adalah  

y = yh +  yp. 

Untuk penyelesaian homogennya (yh) adalah 

yh = c1 y1 + c2 y2 + … + cn yn. 

Untuk penyelesaian non homogennya (yp) dapat ditentukan dengan 
metode: 

 

7.1 Koefisien Tak Tentu 

Dengan menggunakan metode koefisien tak tentu, dilakukan 
sebagai berikut: 

1. Jika G(x) atau fungsi non homogennya merupakan jumlah bentuk 
xmeax dengan xm adalah polinomial berderajat m, dengan m ≥ 0 dan 
a ≠ 0, maka  yp yang dipilih berbentuk xk ( A0 + A1x + .. + Amxm ) eax, 
dengan k adalah banyaknya akar yang sama pada persamaan 
homogennya dan A0, A1, … , Am adalah koefisien tak tentunya. 
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2.  Jika G(x) berbentuk xm eax cos Bx + xn eax sin Bx, dengan xm adalah 
polinomial  berderajat m dan xn adalah polinomial berderajat n, 
maka yp yang dipilih berbentuk 

xk (A0 + A1x + …+ Asxs) eax cos Bx +  

     xk (A0 + A1x + …+ Asxs) eax sin Bx, 

dengan s adalah derajat m dan n. Sedangkan k adalah banyaknya 
akar yang sama pada persamaan homogennya. 

3.  Substitusikan  yp dan turunannya hingga turunan ke-n sesuai 
dengan orde PD ke PD semula untuk mencari koefisien tak 
tentunya, yaitu 

A0, A1, …, Am dan B0, B1, …, Bm,   

      atau 

A0, A1, …, An  dan B0, B1, … , Bn. 

4.  Penyelesaian umum PD adalah 

y = yh  + yp. 

 

Contoh 7.1. Carilah penyelesaian umum PD .43 2xeyyy   

Penyelesaian. PD homogennya adalah  .043  yyy   Misal m 

adalah akar karakteristik dari persamaan karakteristik 

m3 + 3m2 – 4 = 0 atau .0)2)(1( 2  mm  

Akar-akar karakteristik adalah m1= 1,  m2 = -2 dan m3 = -2.
 Penyelesaian umum PD homogennya adalah 

yh = c1 ex + ( c2 + c3 x ) e-2x, 

dengan c1, c2 dan  c3  konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian 
PD non homogennya, yaitu yp, digunakan Aturan B, yaitu 

yp = xk (A0 e-2x). 
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Karena e-2x ditulis dalam bentuk penyelesaian PD homogennya, 
dengan akar yang sama ada dua, k = 2, sehingga 

yp = x2 (A0 e-2x) atau  yp = A0 x2 e-2x. 

Karena PD orde tiga, maka yp diturunkan tiga kali terhadap x, 
diperoleh 

xx

p exAxeAy 22

0

2

0 22'    

            xxx

p exAexAeAy 22

0

2

0

2

0 482    

xxx

p exAxeAeAy 22

0

2

0

2

0 82412   . 

Substitusikan turunan-turunan ini dan yp ke PD, diperoleh .
6

1
0 A  

Jadi, penyelesaian PD non homogennya adalah 

.
6

1 22 x

p exy   

Penyelesaian umum PD adalah 

)
6

1
()( 222

321

xxx exexccecy   ,  

Atau xx exxccecy 22

321 )
6

1
(  . 

 

7.2 Variasi Parameter 

Penggunaan metode koefisien tak tentu bersifat terbatas pada 
fungsi-fungsi tertentu. Untuk fungsi-fungsi yang tidak dapat 
digunakan pada metode koefisien tak tentu, dapat digunakan metode 
variasi parameter. Dengan demikian penggunaan metode variasi 
parameter lebih luas dari metode koefisien tak tentu. Adapun langkah-
langkahnya adalah sebagai berikut: 
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1. Menggantikan konstanta-konstanta sebarang pada penyelesaian 
homogennya dengan fungsi-fungsi x sebarang, sehingga 

yp = u1(x) y1 + u2(x) y2 + …+ un(x) yn, 

merupakan penyelesaian PD non homogennya, dan u1(x), u2(x), …, 
un(x) merupakan fungsi-fungsi x sebarang yang belum diketahui. 

2. Turunkan  yp pada Langkah (1) hingga turunan ke-n, lalu 
substitusikan yp dan turunan  yp ke PD, sehingga didapat sistem 
persamaan:  

0)('...)(')(' 2211  nn yxuyxuyxu  

0')('...')('')(' 2211  nn yxuyxuyxu  

0'')('...'')(''')(' 2211  nn yxuyxuyxu  

      

  
0

)1()1(

11

)(
)('...)('

a

xG
yxuyxu

n

nn

n



. 

3. Selesaikan sistem persamaan pada Langkah (2), sehingga 

)(

)(
)('

xW

xW
xu m

m  ,      m = 1, 2, … , n 

dengan Wm(x) adalah determinan yang diperoleh dari W dengan 

mengganti kolom ke-m menjadi kolom (0, 0, …,  0, 
0

)(

a

xG
).  

 

 

 

Sedangkan 



108 Judul Buku 

 

)1()1(

2

)1(

1

21

21

21

...

''...''''

'...''

...

)(





n

n

nn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyy

xW . 

4. Mengintegralkan um’(x) pada Langkah (3), sehingga diperoleh 

 dx
xW

xW
xu m

m
)(

)(
)( ,   m = 1, 2, …, n. 

5. Mensubstitusikan um(x) pada penyelesaian PD non homogennya, 
yaitu yp, diperoleh 

yp = u1(x) y1 + u2(x) y2 +  + un(x) yn. 

6. Menjumlahkan  yh dan yp sebagai penyelesaian umum PD yaitu  y = 
yh + yp. 

 

Contoh 7.2. Carilah penyelesaian umum PD xyy csc' . 

Penyelesaian. Langkah pertama, selesaikan PD homogen  .0' yy  

Persamaan karakteristiknnya adalah  m3 + m = 0, sehingga akar-akar 
karakteristiknya adalah m1 = 0,  m2 = -i dan m3 = -i. Penyelesaian umum 
persamaan homogennya adalah 

)sincos( 32

00

1 xcxceecy xx

h    

             ,sincos 321 xcxcc   

dengan c1 , c2 dan c3 konstanta sebarang. Langkah kedua, gantilah 
konstanta sebarang pada penyelesaian homogennya dengan fungsi-
fungsi x sebarang, sehingga 

yp = u1(x) + u2(x) cos x + u3(x) sin x 

merupakan penyelesaian PD non homogennya dan u1(x), u2(x), u3(x) 
merupakan fungsi-fungsi x sebarang yang belum diketahui. Langkah 
ketiga, turunkan yp tiga kali terhadap x, diperoleh 
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xxuxxuxxuxxuxuy p cos)(sin)('sin)(cos)(')('' 33221  . 

Karena u2(x) = cos x  dan  u3(x) = sin x, maka diperoleh  

0sin)('cos)(')(' 321  xxuxxuxu . 

Turunan kedua dari yp, yaitu 

.cos)(sin)('sin)(cos)(' 2233 xxuxxuxxuxxuy p   

Karena u2(x) = cos x dan  u3(x) = sin x, maka diperoleh  

0sin)('cos)(' 23  xxuxxu . 

Turunan ketiga dari yp , yaitu 

.sin)(cos)('cos)(sin' 2233 xxuxxuxxuxuy p   

Karena u2(x) = cos x  dan   u3(x) = sin x, maka diperoleh 

.csccos)('sin)(' 23 xxxuxxu   

Diperoleh sistem persamaan sebagai berikut: 

0sin)('cos)(')(' 321  xxuxxuxu , 

  0sin)('cos)(' 23  xxuxxu , 

     xxxuxxu csccos)('sin)(' 23  . 

Langkah keempat, menyelesaikan sistem persamaan di atas diperoleh 

)(

)(
)(' 1

1
xW

xW
xu  , dengan 

xxx

xx

xx

xW

sincoscsc

cossin0

sincos0

)(1



  

dan         
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xx

xx

xx

xW

sincos0

cossin0

sincos1

)(



 . 

Jadi )('1 xu = csc x. Selanjutnya  

)(

)(
)(' 2

2
xW

xW
xu  , dengan 

xx

x

x

xW

sincsc0

cos00

sin01

)(2



  , 

sehingga )('2 xu  = -cot x. Sedangkan  

)(

)(
)(' 3

3
xW

xW
xu  , dengan 

xx

x

x

xW

csccos0

0sin0

0cos1

)(3



 , 

sehingga )('3 xu -1/1 = -1. Langkah kelima, mengintegralkan 

)(',)(' 21 xuxu dan )('3 xu  sehingga diperoleh: 

  xxdxxxu cotcsclncsc)(1  

          xdxxxu sinlncot)(2  

          xdxxu 1)(3 . 

Akibatnya  

xxuxxuxuyp sin)(cos)()( 321   

     .sincossinlncotcscln xxxxxx   

Sehingga penyelesaian umumnya adalah  

               y = yh + yp 

  = c1 + c2 cos x + c3 sin x + xxxxxx sincos.sinlncotcscln  . 



PD LINIER NON HOMOGEN ORDE n DENGAN KOEFISIEN KONSTANTA 111 

 

 

Soal Latihan 

Selesaikanlah PD berikut ini. 

1. 02'''  yyy  

2. 02'''  yyy  

3. 02'''  yyy  

4. 0''  yy  

5. 0'''  yyy  

6. 04'4''  yyy  

7. '5'' yy   

8. 05''  yy  

9. 06'''  yyy  

10. 0'''2  yyy  

11. 02'5''  yyy  

12. 02'''3  yyy  

13. 03'2''2  yyy  

14. 05'4''  yyy  

15. 025''  yy  

16. xeyy 2''   

17. 2'' xyy   

18. xeyyy 2103'4''   

19. xyyy cos3'4''   

20. xyyy 2sin2'''   
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21. xxyyy  32'2''  

22. xeyy 2104''   

23. xexyyy 229'6''   

24. xxyy sin''   

25. xxyyy sincos'4''
2
1

3
2   

26. xeyyy x '2''  

27. xeyyy x 2sin165'2''   

28. xyy sec''   

29. xyyy tan'''   

30. xeyyy x cos'2''   

31. xeyyy x ln5'4''   

32. 0' yy  

33. 0)4(  yy  

34. 0')5(  yy  

35. 0''''''  yyy  

36. 08'16''8'''  yyyy  

37. 0'3''3'''  yyyy  

38. 0''2)4(  yyy  

39. 016)4(  yy  

40. 04'2''2'''  yyyy  

41. 0'8)4(  yy  
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42. 010'8''7'''  yyyy  

43. 02'6''5'''2  yyyy  

44. 0'''8118 )5()7(  yyy  

45. 0'''''33 )4()5(  yyyy  

46. 0''''''  yyyy  

47. 04'4'''''  yyyy  

48. 08'12''6'''  yyyy  

49. 08'''  yy  

50. 0'')4(  yyy  

51. xeyyy 2)4( 9''   

52. 5)4( 81  xyy  

53. xyyy sin4''3)4(   

54. xyyy cos''5)4(   

55. 42''2'''  xyyy  

56. xeyyyy  2''''''  

57. xexyyyy 2'3''3'''   

58. xeyy 28'''   

59. xyyy cos84''5)4(   

60. xxyyy 24'4''5''' 2   

BBAABB  88  
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SISTEM PERSAMAAN 
DIFERENSIAL 

 

PD yang dipelajari pada bab-bab sebelumnya adalah persamaan 
yang hanya mengandung satu fungsi yang tidak diketahui. Akibatnya, 
kita harus menyelesaikan satu PD yang mengandung satu fungsi yang 
tak diketahui. Sementara itu, pada sistem PD terdiri dari beberapa PD 
tunggal dengan beberapa fungsi yang tak diketahui dan diselesaikan 
secara serentak (simultan). Pada sistem n )2( n  PD mengandung n 

buah fungsi yang tak diketahui. Contoh sistem PD:  

yx
dt

dy

y
dt

dx

32

.1





   

  dimana fungsi yang tak diketahui adalah )(txx  dan ).(tyy  

Sementara itu, t adalah variabel bebas. 

02

12

1.3

03

43.2











zy
dt

dz

dt

dy

zx
dt

dz

dt

dx

y
dt

dy

dt

dx

yx
dt

dx

eyx
dt

dy

dt

dx t

 

 



SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL 115 

 

Ada beberapa metode yang digunakan untuk menyelesaikan 
sistem PD, diantaranya adalah metode eliminasi, metode matriks dan 
metode transformasi Laplace. Dua metode yang pertama akan dibahas 
di sini. 

 

8.1 METODE ELIMINASI 

 

Metode eliminasi adalah metode paling sederhana untuk 
menyelesaikan sistem n PD dalam n fungsi yang tak diketahui. Semua 
fungsi yang tak diketahui, kecuali satu buah  fungsi yang tak 
diketahui, dieliminasikan (dihilangkan) dengan cara menurunkan 
persamaan yang diketahui. Persamaan yang dihasilkan dengan 
eliminasi selanjutnya diselesaikan untuk satu fungsi yang tak 
diketahui. Fungsi yang tak diketahui lainnya diselesaikan dengan cara 
yang sama. Dengan kata lain, tujuan metode eliminasi ini adalah 
untuk mengubah sistem n  PD yang diberikan ke suatu PD tunggal 
dalam satu fungsi yang tak diketahui dengan cara mengeliminasikan 
fungsi-fungsi yang tak diketahui lainnya. Metode eliminasi sendiri 
terdiri dari tiga cara, yaitu : 

1. Eliminasi langsung 

2. Menyamakan koefisien 

3. Dengan menggunakan determinan. 

Untuk memahami ketiga cara dalam metode eliminasi tersebut, 
perhatikan beberapa contoh di bawah ini.    

Contoh 8.1. Carilah penyelesaian dari sistem persamaan diferensial   

)(32

)(

iiyx
dt

dy

iy
dt

dx
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Penyelesaian 1. Dengan menurunkan kedua ruas dari persamaan (i) 
terhadap t, diperoleh 

)(.
2

2

iii
dt

dy

dt

xd


 

Substitusikan  persamaan (ii) ke persamaan (iii), diperoleh 

)(.32
2

2

ivyx
dt

xd
  

Selanjutnya, substitusikan (i) ke (iv), diperoleh 

xt

dx
x

dt

xd
32

2

2

  

atau 

)(.023
2

2

vx
xt

dx

dt

xd
  

Dari persamaan terakhir ini terlihat bahwa salah satu fungsi yang tak 
diketahui  y, telah dieliminasi dari sistem. Persamaan yang diperoleh 
adalah PD tunggal dalam satu fungsi yang tak diketahui x. Tepatnya 
adalah PD linier orde dua homogen, yang penyelesaiannya telah 
dibahas pada bab sebelumnya. Penyelesaian dari PD (v) adalah  

.)( 2

21

tt ecectx   

Untuk mencari fungsi yang tak diketahui lainnya, y, gunakan 
persamaan (i), yaitu 

.2)( 2

21

tt ecec
dt

dx
ty   
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Penyelesaian 2. Gunakan operator 
dt

d
D , dan operator D  ini 

dipandang sebagai variabel yang bisa bernilai konstan. Sehingga 
sistem di atas dapat ditulis 

yxDy

yDx

32 


 

atau  

                                
)(.02)3(

)(0

iixyD

iyDx




 

Kalikan persamaan (i) dengan D-3, diperoleh  

                    )(.0)3()3( iiiyDDxD   

Jika persamaan (ii) dan (iii) dijumlahkan, diperoleh  

02)3(  xDxD  

atau 

0)23( 2  xDD  

atau 

 

 

         )(.023
2

2

ivx
xt

dx

dt

xd
  

Dari persamaan terakhir ini terlihat bahwa telah diperoleh PD tunggal 
dalam satu fungsi yang tak diketahui, yang penyelesaiannya sama 
seperti pada Penyelesian 1 di atas. 
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Penyelesaian 3.   Metode eliminasi juga dapat menggunakan 

determinan. Juga digunakan operator 
dt

d
D , yang dapat dipandang 

sebagai variabel yang bisa bernilai konstan. Tulis kembali sistem di 
atas menjadi 

.02)3(

0





xyD

yDx
 

Definisikan 

.0
02

0

,0
30

10

,2)3(
32

1
)(















D
y

D
x

DD
D

D

 

Menurut aturan Cramer, penyelesaian untuk x dan y adalah 

)(




x
x    dan    

)(




y
y , 

atau  

xx )(      dan  yy )( . 

Dengan memasukkan nilai-nilai yx  ,),( , diperoleh  

  02)3(  xDD   atau     0232  xDD  

dan 

  02)3(  yDD   atau     .0232  DD  
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Perhatikan bahwa, jika x dan y diselesaikan sekaligus akan muncul 
empat buah konstanta sebarang, padahal seharusnya dua saja. Untuk 
itu, cukup diselesaikan salah satu saja, misalnya diselesaikan PD 

  ,0232  xDD  

yang penyelesaiannya adalah 

.)( 2

21

tt ecectx   

Penyelesaiannya untuk )(ty dikerjakan sama seperti pada 

Penyelesaian 1.  

 

Contoh 8.2.  Selesaikanlah sistem PD 

       teyx
dt

dy

dt

dx
 42   ( i ) 

           .03  yx
dt

dx
               ( ii) 

Penyelesaian 1.  Persamaan ( ii ) diturunkan terhadap t, diperoleh 

.03
2

2


dt

dy

dt

dx

dt

xd
  ( iii ) 

Selanjutnya, persamaan ( iii ) dikurangi persamaan ( i ) dan ( ii ) 
diperoleh 

                        ,
2

2
tex

dt

xd
                          ( iv ) 

merupakan PD linier orde 2 non homogen. Penyelesaian dari PD ( iv ) 
adalah 

    .sincos)(
2
1

21

tetctctx   

Untuk mendapatkan y(t), diperoleh dari Persamaan ( ii ), yakni 
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  x
dt

dx
ty 3)(   

)sincos(3)cossin(
2
1

212
1

21

tt etctcetctc   

.2cos)3(sin)3( 2121

tetcctcc   

Penyelesaian 2.  Tulis kembali sistem PD di atas menjadi 

2 Dx + Dy - 4x – y = et 

  Dx + 3x + y = 0 

atau 

                 2 (D - 2)x + (D - 1)y = et       ( i ) 

             (D + 3)x + y = 0.         ( ii ) 

Jika Persamaan ( ii ) dikalikan dengan D – 1, maka diperoleh 

       ( D – 1 )( D + 3 )x + ( D – 1 )y = 0.      ( iii )  

Selanjutnya, Persamaan ( iii ) dikurangkan Persamaan ( i ) diperoleh 

   [(D – 1)(D + 3) – 2 (D – 3)]x = -et 

atau 

(D2 + 1)x = -et. 

Seterusnya, penyelesaian untuk x(t) dan y(t) dikerjakan seperti 
Penyelesaian 1 di atas. 

 

 

Penyelesaian 3.  Perhatikan kembali sistem PD 

2 (D – 2)x + (D – 1)y = et 

(D + 3)x + y = 0. 

Tulis    
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13

1)2(2
)(






D

DD
 

                 )3)(1()2(2  DDD  

                 , 

       
10

1


De
x

t

  

      te , 

dan       

03

22






D

e)D(
y

t

 

            = ( D + 3 ) et 

                       =  4et. 

 

Menurut aturan Cramer, 

)(




x
x      atau      xx  )( . 

Sehingga, 

- (D2 + 1)x = et 

atau 

(D2 + 1)x = - et. 

Persamaan terakhir ini adalah PD linier orde dua non homogen 

yang penyelesaiannya sama seperti Penyelesaian 1 di atas. 

 

Contoh 8.3.  Selesaikanlah masalah nilai awal 

)1( 2  D
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                                                  yx
dt

dx
43     ( i ) 

                         yx
dt

dy
32     ( ii ) 

                      .3)0(,1)0(  yx   ( iii ) 

Penyelesaian.   Dengan menurunkan kedua ruas dari ( i ) terhadap t 
diperoleh 

                                                   .43
2

2

dt

dy

dt

dx

dt

xd
   ( iv ) 

Dengan menggunakan ( ii ) dan kemudian ( i ) lagi, diperoleh 

)32(43
2

2

yx
dt

dx

dt

xd
  

        yx
dt

dx
1283   

                     







 x

dt

dx
x

dt

dx
3383  

       = x, 

atau 

   .0
2

2

 x
dt

xd
   ( v ) 

 

 

Penyelesaian dari Persamaan ( v ) adalah 

   .)( 21

tt ecectx    ( vi ) 

Selanjutnya, dari ( i ) diperoleh 
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          x
dt

dx
y 34   

)(3 2121

tttt ecececec    

        .24 21

tt ecec   

Sehingga,    

                          .)( 22
1

1

tt ececty    ( vii ) 

Dengan menggunakan syarat awal ( iii ) dalam Persamaan ( vi ) dan ( 
vii ) diperoleh 

                               c1 + c2 = -1 

c1 + 
2
1 c2 = 3, 

yang jika diselesaikan utuk c1 dan c2 memberikan c1 = 7 dan c2 = -8. 
Akibatnya, penyelesaian dari masalah nilai awal di atas adalah 

tt eetx  87)(  

.47)( tt eety   

Contoh 8.4.  Carilah penyelesaian dari sistem 

         (D + 1)2x + 2 Dy + 3 Dz = 1 ( i ) 

            Dx           +  z = 0             ( ii ) 

            x     – Dy    – Dz = 0.             ( iii ) 

Penyelesaian.   Kalikanlah ( ii ) dengan D, diperoleh 

    D2x + Dz = 0.  ( iv ) 

Selanjutnya, tambahkan dua kali ( iii ) pada ( i ) dan kurangkan ( iv ), 
diperoleh 

   (2 D + 3)x = 1.  ( v ) 

Penyelesaian dari PD ( v ) adalah 
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1

2/3

3
1

2/3

2
12/3 cedteex t

t
t    

atau 

.)( 2/3

13
1 tectx   

Dari ( ii ), 

        z = - Dx 

    z(t) = .
2

3 2/3
1

tec   

Dari ( iii ), 

           Dy = x – Dz 

2/3

14
92/3

13
1 tt ecec    

                .2/3

14
13

3
1 tec   

Akibatnya, 

dtecty t )()( 2/3

14
13

3
1    

        .2

2/3

16
13

3
1 cect t    

 

  

 

 

 

 

Soal Latihan 

Untuk soal Nomor 1 sampai 5, carilah penyelesaian umum dari sistem 
PD dengan  menggunakan 3 cara. 
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t

t

eDyxD

tDyxD

tyx
dt

dy

eyx
dt

dx

yx
dt

dy

yx
dt

dx













3)12(

)2(.3

22

34.2

2

4.1

2

  

0)2()1(

1)1()2(

1)1(.5

cos)2(2

sin)1(2.4











zDyD

zDxD

yDDx

tyDDx

tyDDx

 

 

 

 

 

 

 

Untuk soal nomor 6 sampai 10, carilah penyelesaian dari masalah nilai 
awal: 



126 Judul Buku 

 

 

1)0(,0)0(

15

223.8

9

47
)0(,

18

5
)0(

22

34.7

3)0(,1)0(

2

4.6

2

2



















yx

yx
dt

dy

tyx
dt

dx

yx

tyx
dt

dy

eyx
dt

dx

yx

yx
dt

dy

yx
dt

dx

t

 

  

4

1
)0(,

2

1
)0(

22

.9







yx

tyx
dt

dy

tx
dt

dx
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21
2

21
1

108

64

sistem Misal.11

1)0(,1)0(

4

2.10

NN
dt

dN

NN
dt

dN

yx

yx
dt

dy

yx
dt

dx











 

t.setiappada(t)Ndan(t)NpopulasiHitungparasit.suatusebagaiNdan       

  diinginkanyangpopulasisebagaiNdenganberlomba,yangpopulasiduamenyatakan

212

1

 

8.2 METODE MATRIKS 

Metode matriks digunakan untuk menyelesaikan sistem PD 
dengan koefisien konstan. Metode ini melibatkan nilai eigen dan 
vektor eigen. Untuk itu, sebelum membahas metode matriks lebih 
lanjut, diberikan terlebih dahulu definisi nilai eigen dan vektor eigen. 

 

Definisi: Misal A adalah matriks berorde n x n. Bilangan λ   R disebut nilai 
eigen dari matriks A jika terdapat vektor taknol x Rn sedemikian hingga 
berlaku 

 Ax = λx.       (8.1) 

Vektor taknol x disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen λ. 

 

Untuk mencari nilai eigen λ, ubah Persamaan (8.1) menjadi  

Ax – λx = 0, atau   (A – λI)x = 0. 

Supaya x taknol, haruslah 
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 IA  0. 

Persamaan  IA  0 disebut persamaan karakteristik. Jadi, nilai 

eigen λ adalah akar-akar dari persamaan karakteristik. 

 

Contoh 8.5.   Carilah nilai eigen dan vektor eigen dari matriks. 













63

12
A  

Penyelesaian.  Misal λ adalah nilai eigen, maka persamaan 
karakteristiknya adalah 

,0158

63

12

10

01

63

12

2 
































IA

 

atau 

   .053    

Jadi, nilai eigennya adalah .5dan3 21   Selanjutnya dicari vektor 

eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen .dan 21  Misal x 









2

1

1
x

x
 

adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen ,1  maka 

berlaku 



























 2

1

2

1
3

63

12

x

x

x

x
 

atau 
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033

0

21

21





xx

xx
 

terlihat bahwa 21 xx  . Dengan memilih 121  xx , diperoleh 

vektor eigen x1 = 








1

1
. 

Misal x2 = 








2

1

v

v
 adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai 

eigen ,2 maka berlaku 



























 2

1

2

1
5

63

12

v

v

v

v
, 

atau 

.033

03

21

21





xx

xx
 

Terlihat bahwa .3 12 xx   Dengan memilih 1x = 1, diperoleh 2x = 3, 

sehingga vektor eigen x2 = 








3

1
. 

Sekarang, pandang sistem n PD linier orde satu homogen 
dengan koefisien konstan, yang mempunyai bentuk umum 

          nn xaxaxa
dt

dx
1212111

1 ...  

nn xaxaxa
dt

dx
2222121

2 ...  

                         

                    ....2211 nnnnn
n xaxaxa

dt

dx
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Sistem ini dapat juga ditulis dalam bentuk matriks 

 

,
2

1

21

22221

11211

2

1



































































nnnnn

n

n

n x

x

x

aaa

aaa

aaa

dt

dx

dt

dx
dt

dx













 

 

atau  

                                        'x = A x ,                                
(8.2) 

dimana 

'x  = ,
2

1

























dt

dx

dt

dx
dt

dx

n



 A = ,

21

22221

11211





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









   dan   x = .
2

1





















nx

x

x


 

Jika n = 1, sistem (8.2) tereduksi menjadi PD tunggal 

,xa
dt

dx
  

yang mana penyelesaiannya adalah taectx )( . Berdasarkan hal ini, 

akan dicoba suatu penyelesaian dari sistem (8.2) yang berbentuk 

   x = v te ,                  (8.3) 

dimana eksponen   dan vektor konstan v akan ditentukan. 



SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL 131 

 

Turunkan Persamaan (8.3) terhadap t dan substitusikan ke Persamaan 
(8.2), diperoleh 

  v te A v .te                  (8.4) 

Jika kedua ruas pada Persamaan (8.4) dibagi dengan ,te diperoleh 

           A v =   v.       (8.5) 

Persamaan (8.5) ini sama seperti Persamaan (8.1). Dengan demikian, 

Persamaan    (8.3) adalah solusi sistem (8.2) jika   adalah nilai eigen 
dari matriks A dan v adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan 

nilai eigen  . 

Berdasarkan nilai eigen dari matriks A, ditinjau dalam tiga 
kasus, yakni : 

1. Semua nilai eigen dari matriks A  real dan berlainan. 

Misal n ,,, 21   adalah nilai-nilai eigen real yang berlainan 

dari matriks A, dan v1, v2, …, vn adalah vektor-vektor eigen yang 

bersesuaian dengan nilai eigen n ,,, 21  . Maka 

penyelesaian umum dari sistem (8.2) adalah 

x(t) = c1 v1 
t

e 1  + c2 v2 
t

e 2  + … +  cn vn  
tne

 . 

 

2. Matriks A mempunyai nilai eigen kompleks. 

Karena A adalah matriks real, jika   dan v pasangan eigen 

kompleks, maka konjugate kompleks   dan  v  juga pasangan eigen. 
Jadi solusi 

tet 
vx )(1  dan  tet 

vx )(2  

juga konjugate. Oleh karena itu, kita dapat mencari dua 

penyelesaian real dari sistem (8.2)  berkaitan dengan pasangan    

dan   dengan mengambil bagian real dan imajiner dari )(1 tx atau 
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)(2 tx . Tulis v = a + ib, dimana a dan b real, dan , i  

dimana   dan   real. Sehingga diperoleh 

tieit )(

1 )()(   bax  

)sincos()( titei t   ba  

)cossin()sincos( tteitte tt  
baba 

Jadi, vektor-vektor 

)sincos()( ttet t 
bau   

         )cossin()( ttet t 
baw   

adalah solusi real untuk sistem (8.2). Selanjutnya, misal 

 i1 ,  i2  adalah nilai-nilai eigen kompleks, dan 

n ,,, 43   adalah nilai-nilai eigen real dan berbeda. Misal 

vektor-vektor eigen yang bersesuaian adalah bavbav ii  21 , , 

v3, v4, …, vn. Maka penyelesaian umum dari sistem (8.2) adalah 

t

nn

t necectctct


vvwux  ...)()()( 3

3321 . 

3. Matriks A mempunyai nilai eigen kembar. 

Misal   adalah nilai eigen kembar dari matriks A. Dengan kata 

lain, nilai eigen   mempunyai multiplisitas 2, yakni   sebagai 

akar kembar dari polinom karakteristik det (A -  I). Misal v 

adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen  , maka 
solusi sistem (8.2) berbentuk 

tet 
vx )(1 . 

Solusi lain adalah berbentuk 

tett 
vx )(2 , 

yang jika disubstitusikan ke Persamaan (8.2) diperoleh 

    0 ttt etAeet  vvv .      (8.6) 
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Karena Persamaan (8.6) berlaku untuk setiap t, maka diperoleh 

v = 0 . 

Untuk itu, penyelesaian kedua dari sistem (8.2  haruslah 
berbentuk 

   .)(2

tt eett 
wvx       (8.7) 

Substitusikan Persamaan (8.7) ke Persamaan (8.2), diperoleh 

).()( tttt eetAeet   wvwvv                (8.8) 

Dengan menyamakan koefisien-koefisien dari Persamaan (8.8) 
diperoleh 

       (A -  I) v = 0, 

dan 

       (A -  I) w = v. 

Vektor w disebut vektor eigen tergeneralisir dari matriks A untuk 

nilai eigen  . Penyelesaian umum dari sistem (8.2) adalah 

  )()()( 2211 tctct xxx   

                     ].[21

ttt eetcec 
wvv   

 

Contoh 8.6.  Carilah penyelesaian umum sistem 

.
14

11
' xx 








  

Penyelesaian.  Mula-mula dicari nilai eigen   dan vektor eigen v 

dari matriks koefisien         A = 








14

11
. Persamaan karakteristiknya 

adalah 
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10

01

14

11
 IA  










14

11
 

   ,0322    

yang akar-akarnya adalah 1 = 3 dan .12   Jadi nilai eigennya 

adalah 1 = 3 dan .12   Misal v1 = 








2

1

v

v
 adalah vektor eigen yang 

bersesuaian dengan nilai eigen 1 = 3. Sehingga memenuhi sistem 

persamaan 

,
0

0

314

131

2

1






























v

v
 

atau -2 v1 + v2 = 0. Dengan mengambil v1 = 1, diperoleh v2 = 2. Jadi, 

vektor eigen     v1 = 








2

1
. Selanjutnya misal v2 = 









2

1

w

w
 adalah vektor 

eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen .12   Maka v2 

memenuhi sistem persamaan 

,
0

0

114

111

2

1






























w

w
 

atau 2 w1 + w2 = 0. Dengan mengambil w1 = 1, diperoleh w2 = -2. Jadi, 

vektor eigen v2 = .
2

1










 Akibatnya, penyelesaian umum sistem 

adalah 

,
2

1

2

1
)( 2

3

1

tt ecect 
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atau  

    ,)( 2

3

11

tt ecectx   

.22)( 2

3

12

tt ecectx   

Contoh 8.7.  Carilah penyelesaian umum dari sistem 

.
2/11

12/1
' xx 












  

Penyelesaian. Misal A = .
2/11

12/1












 Selanjutnya dicari nilai 

eigen dan vektor eigen dari matriks A. Persamaan karakteristiknya 
adalah 

.0.
1

1
4
5

2
1

2
1

2





 

Dengan demikian, nilai eigennya adalah i
2
1

1  dan .
2
1

2 i  

Substitusikan nilai-nilai 1 dan 2  ke persamaan 

,
0

0

1

1

2

1

2
1

2
1
































v
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yang berturut-turut diperoleh  

v1 = 








i

1
 dan v2 = 









 i

1
. 

Sehingga diperoleh 

ti
e

i
t

)(

1
2

11
)(











x  

dan 
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Perhatikan bahwa, 
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i
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1
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        )sincos(
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cos

sin

sin

cos
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2

2

2

. 

Dengan demikian, 

u(t) = ,
sin

cos
2














t

t
e

t

 

  w(t) = .
cos

sin
2










t

t
e

t

 

Akibatnya, penyelesaian umumnya adalah 

)()()( 21 tctct wux   
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Contoh 8.8. Carilah penyelesaian umum dari sistem 

.
31

11
' xx 







 
  

Penyelesaian. Untuk memperoleh nilai eigen dan vektor eigen, 

caranya sama seperti pada contoh 6 dan 7. Yakni, nilai eigen   = 2 dan 

vektor eigennya v = 








1

1
. Sehingga solusi pertama adalah 

tt ecect 2

111
1

1
)( 










 

vx . 

Solusi kedua berbentuk 

.][)( 22

tt eetct 
wvx   

Untuk mencari vektor w = 








2

1

w

w
, perhatikan bahwa w harus 

memenuhi persamaan 

( A -  I ) w = v, 

atau 

.
1

1

11

11

2

1


























 

w

w
 

Diperoleh persamaan – w1- w2 = 1. Pilih w1 = 0, diperoleh w2 = -1, 

sehingga diperoleh              w = 








1

0
.  Solusi kedua berbentuk 

.
1

0

1

1
)( 22

22 




























 tt eetctx  

Jadi, penyelesaian umum sistem adalah 
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