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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 PENDAHULUAN

Persamaan diferensial (yang selanjutnya disingkat PD) adalah
persamaan yang mengandung turunan-turunan dari suatu fungsi
yang tidak diketahui yang dinamakan y(x) dan yang ditentukan dari
persamaan tersebut. PD muncul dalam banyak penerapan misalnya di
bidang teknik, pertanian, ekonomi dan lain-lain. Contoh PD:

1.ﬂ=0
dx
dy
2. L tay=er
i xy=e
2.2 3
3. d’y +x=[ﬂj
dx? dx
14 : " d2y ’ dy
4. y"+4y=0dimana y"= —- dan y'=—
dx dx
5. y"=cosx
6 dy _ 5x+y
“dx  5x-y
2
7.d—2/+4ﬂ+4y=sinx
dx dx
d’Q . dQ

8. -3 —< +2Q=sin2t
dt? dt Q



2 Judul Buku

2 2
o B2 8
ox~ oy
2 2
10. a—lj +5 a—‘j =e
oX oy
PD dibedakan atas dua jenis, yaitu PD biasa (PDB) dan PD
parsial (PDP). PD biasa adalah suatu PD yang hanya mengandung
satu variabel.bebas. Hal ini dapat dilihat pada Contoh 1 s.d. 8.
Sedangkan pada Contoh 9 dan 10 terlihat bahwa variabel bebasnya
lebih dari satu atau dengan kata lain melibatkan turunan parsial
dinamakan PD parsial.

Suatu PD dikatakan berorde # jika turunan ke-n merupakan
turunan tertinggi. Sementara itu, derajat PD adalah pangkat tertinggi
dari turunan tertinggi pada suatu PD.

1.2 KONSEP PENYELESAIAN PDB

Suatu fungsi y = g(x) dikatakan merupakan penyelesaian PDB
apabila g(x) didefinisikan dan dapat didiferensialkan sehingga
persamaan tersebut menjadi suatu identitas (kesamaan) pada PDB
tersebut. Hal utama dalam PDB dan penerapannya adalah untuk
mencari semua penyelesaian persamaan yang diberikan. Namun
demikian, sebelum semua itu dibahas lebih lanjut, pada bagian ini
dibahas bagaimana menentukan PD jika diketahui penyelesaiannya.

1.3 MENENTUKAN PDB

Langkah-langkah untuk menentukan PDB jika diketahui atau
diberikan suatu penyelesaiannya adalah sebagai berikut:

1. Tentukan banyaknya konstanta sebarang.
2. Turunkan sebanyak konstanta sebarangnya.
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3. Jika penyelesaian itu didiferensialkan sehingga konstanta
sebarangnya sudah lenyap maka hasil diferensialnya
merupakan PDB.

4. Jika konstanta sebarangnya masih ada maka lenyapkan
(eliminir) konstanta sebarangnya sesuai dengan aturan yang
ada.

Contoh 1.1. Tunjukkan bahwa y = x2 + c¢; x + c2 adalah penyelesaian
dariPDB y"=2.

Penyelesaian. Oleh substitusi diperoleh identitas 2 = 2, yakni dari y =
x2+ ¢1 x + ¢z diturunkan sekali dan dua kali, berturut-turut diperoleh

y'=2x+cidan y"' =2.

Jadi 2 = 2. Dengan demikian y = 22 + c1 x + 2 adalah penyelesaian dari
y" =2.Persamaan y = x2+ ¢ x + ¢ dimana terdapat dua konstanta
sebarang c; dan c; ini disebut “penyelesain umum”. Sementara itu, y =
x2 + 3x + 2 adalah penyelesaian “khusus” (partikulir) dari PDB y =2

yang diperoleh dari penyelesaian umum setelah mengganti c; dengan
3 dan c; dengan 2, berdasarkan ketentuan yang diberikan.

Contoh 1.2. Tentukan PDB yang penyelesaiannya y=2x2+ A+ B.
Penyelesaian. Konstanta A daan B dapat dijadikan satu saja yaitu C
sehingga y =2+ A + B dapat ditulis menjadi y = x2 + C. Konstanta
sebarangnya hanya satu yaitu C sehingga hanya diturunkan satu kali
(turunan pertama), yakni:
y'=2x atau dy =2x.
dx
Terlihat bahwa konstanta sebarangnya tidak ada lagi sehingga
y'=2x atau d _ 2x
dx

adalah PDB ditanyakan.
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Contoh 1.3. Tentukanlah PDB yang penyelesaiannya y = Ae**5.
Penyelesaian. Bentuk y = Ae**B dapat ditulis ulang menjadi
y=Ae.eb
= AeB.ex

Bentuk AeP dapat digantikan oleh satu konstanta sebarang saja,
katakanlah C, sehingga bentuk y = Aex*B dapat dituliskan menjadi

y = Ce~. 1.1)
Dengan demikian konstanta sebarangnya hanya satu, sehingga hanya
diturunkan satu kali, diperoleh y = Ce. Terlihat bahwa konstanta C
masih ada. Untuk itu konstanta C harus dieliminir. Caranya yaitu
substitusikan Persamaan (1.1) pada y = Cex, sehingga diperoleh PDB
yang ditanyakan, yakni

y' =y atau y'-y=0.
Contoh 1.4. Carilah PDB yang penyelesaiannya x23 + x315 = C.
Penyelesaian. PDB yang diberikan diturunkan terhadap x satu kali,
diperoleh

2xy3 + 3x2y2 d_y —+ 3x2y5 + 5x3y4 d_y = 0’
dx dx

adalah PDB yang ditanyakan karena konstanta sebarangnya sudah
lenyap.

Contoh 1.5. Tentukan PDB yang penyelesaiannya y = A cos 2x + B sin
2x, dengan A dan B konstanta sebarang.

Penyelesaian. Dari persamaan y = A cos 2x + B sin 2x, diperoleh

% =-2A sin 2x + 2B cos 2x
X

=-4A cos 2x - 4B sin 2x
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=-4(A cos 2x + B sin 2x).
Akibatnya, diperoleh hubungan
y"=-4y atau y" +4y =0,
adalah PDB yang ditanyakan.

Contoh 1.6. Tentukan PDB yang penyelesaiannya 1 = Ae2:+ Bex + C.

Penyelesaian. Jika persamaan y = Ae + Ber + C diturunkan sekali,
dua kali, dan tiga kali, berturut-turut diperoleh

y' =2Aex + Bex
y" =4Aex + Bex
y" = 8Ae2 + Ber.
Perhatikan bahwa
y —y'=2Ae*
y -y =4Ae*,

Akibatnya, diperoleh hubungan yang merupakan PDB yang
ditanyakan, yakni

y -y =2y -y).

Contoh 1.7. Tentukan PDB dari lingkaran-lingkaran yang jari-jarinya
tetap r dan dengan pusat terletak pada sumbu X.

Penyelesaian. Persamaan lingkaran itu adalah

(x-Cp+y2=r 1.2)
dimana C konstanta sebarang. Turunkan terhadap x diperoleh
2x-C) +2y dy =0,
dx

atau
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atau

Substitusikan persamaan terakhir ini ke Persamaan (1.2), diperoleh

2

adalah PDB yang ditanyakan.

Soal Latihan

Tentukan PDB yang penyelesaiannya:

1. Ax2 + By2 =100, dimana A dan B konstanta sebarang.
2.y=Cysinx + Gox, dimana C; dan C; konstanta sebarang.

3.y =Ax+ B, dengan A dan B konstanta sebarang.

4.y =e*A, dengan A konstanta sebarang.

5.y =sin (x + A), dengan A konstanta sebarang,.

6.y =Ae* + B, dengan A dan B konstanta sebarang.

7.Iny = Ax2+ B, dengan A dan B konstanta sebarang.

8.y =A cos (x/8) + B sin (x/8), dengan A dan B konstanta sebarang.

9. Tentukanlah PDB dari lingkaran yang berjari-jari » yang berpusat
pada sumbu Y.

10. Tentukan PDB yang penyelesaiannya y = C; sin x + cos y = C x.
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BAB 2
PDB ORDE SATU DERAJAT SATU

Bentuk umum PDB orde satu derajat satu dapat ditulis
dalam bentuk

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Bentuk ini dapat pula dimanipulasi menjadi bentuk yang lain dengan
pengertian yang sama. Sebagai contoh, pada bentuk

y+x)de+(y-x)dy=0,
terlihat bahwa
M(xy) = (y +x) dan N(xy) = (y - x).
Bentuk di atas dapat pula ditulis menjadi

Y YHX_g
dx y-Xx

PDB orde satu derajat satu dapat diselesaikan dengan menggunakan
beberapa metode, yang akan dibahas di bawah ini.

2.1 MEMISAHKAN PEUBAH

Kadang-kadang bentuk M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 dapat
diubah menjadi P(x)dx + Q(y)dy = 0 dimana P(x) adalah suatu fungsi
dari x saja dan Q(y) adalah suatu fungsi dari y saja. Persamaan
demikian dinamakan persamaan dengan peubah terpisah
(memisahkan peubah) atau persamaan yang dapat dipisahkan.
Dengan mengintegralkan kedua ruas maka diperoleh

.[P(x)dx+ jQ(y)dy =0.
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Jika diasumsikan bahwa P dan Q adalah fungsi yang kontinu, maka
integral di atas ada dan dengan menghitung integral tersebut
diperoleh penyelesaian umumnya.

Contoh 2.1. Selesaikanlah PDB yy’ +4x =0.

Penyelesaian. Dengan pemisahan peubah maka di dapat:
y d_y —+ 4x = 0’
dx

atau ydy=-4xdx, atau ydy+4xdx=0.
Dengan mengintegralkan maka didapat

_[ydy + j4xdx = _[0

%y2+ %x2=C atau 212 +4x2=C,

yang menggambarkan suatu keluarga ellips.

Contoh 2.2. Selesaikanlah PDB y' =1+ 12
Penyelesaian.
y' =1+

d_y=1+y2

dx
dy 5 =dx
1+y

d
-[1+3;/2 —

arc (tany) =x+C atau y=tan (x + C).
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Contoh 2.3. Selesaikanlah PDB y' = -2xy.
Penyelesaian. PDB dapat ditulis

dy
-2 =2
dx Y
Y _ req
y

dy

—= 2xdx

EE
In|y| =-x2+C.

2.2 PDB HOMOGEN

Dari bentuk M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 dikatakan PDB
homogen bila M(x,y) dan N(x,y) homogen dan berderajat sama. PDB
ini diselesaikan dengan substitusi

y

v= = atau y=vx,
X

sehingga diperoleh
dy=vdx+xdo.

Contoh 24. Selesaikanlah PDB (x + y)dx + (y - x)dy =0.
Penyelesaian. PDB ini dapat diubah menjadi

dy _ (x+y) _x+y

dx (y-x) x-y’
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atau

2.1)

Misal y = vx, sehingga dy = v dx + x dv. Substitusikan pada Persamaan
(2.1), diperoleh

dv 1+v
dx 1-v

v+x

atau

dv _1+v ve 1+v—-v(1-v)

Tax 1ov 1-v
yang disederhanakan menjadi
dv 14V 1-v dx
X — = atau ;dv=—
dx 1-v 1+v X
Dengan pengintegralan diperoleh
J‘ 1- VZ av =&
1+v X
[ [
1+v? 1+4V? X

arctanv - %ln(1+v2)=h1x+C

arctanv=In(1+v)/2+Inx+C

2 1/2
arc tan (y/x) =Inx (1+y—2] +C,
X
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adalah penyelesaian PDB yang diminta.

Contoh 2.5. Selesaikan PDB (2x3 + 1%) dx - 3x12dy = 0.
Penyelesaian. PDB dapat ditulis menjadi
32 dy = (26 + 1) dx

atau
y
dy  2x%+y° _2+x3
- 2 2
dx 3xy 3 yi2
X
.y
Misal v = =, sehingga
X
dy=vdx+xdov dan dy =v+x ﬂ
dx dx
Substitusikan pada PDB, diperoleh
dv_ 2+V°
v+x — =
dx  3v?
dv_ 2+vP-3v° 2-2V°
x —= =
dx 3V 3v?
2
dx_ 3 Sadv.
X 2-2v

Dengan pengintegralan diperoleh

I 3vidv dx
2-2° X
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3 3

1/2 1/2
m(l—v—3] +Inx+C=0 ataulnx(l—v—3j +C=0,
X X

adalah penyelesaian PDB yang diminta.

2.3 PDB DENGAN KOEFISIEN LINIER
Bentuk umum PDB dengan koefisien linier adalah
(ax+by+c)dx+ (px+qy+1)dy=0. 2.2)
1. Bilac=0danr=0maka bentuk (2.2) menjadi
(ax +by) dx + (px + q) dy =0,
adalah PDB homogen sehingga dapat diselesaikan dengan
y

mensubstitusikan v = <.
X

2. Bila px + qy =k (ax + by) dimana k = konstanta, maka bentuk (2.2)
menjadi
(ax + by +c) dx + k(ax + by) +rdy = 0. (23)

Misalkan ax + by = z, sehingga diperoleh

adrx+bdy=dz,
dan

dz —adx
dy = b

Akibatnya bentuk (2.3) menjadi

(z+c)dx+(kz+r)dy=0

(24 )+ (ke + 1) (223

)=0

b(z+c)dx+ (kz+r)dz-a(kz+r)dx=0
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b(z+c)-akz+r)dx+ (kz+r)dz=0,
merupakan PDB dengan variabel terpisah.

3 Bila 222 .c20danr % 0.
P q

Diselesaikan dengan memisalkan

ax+by+c=u

px+qytr=v

adx +bdy =du

pdx +qdy =dv
du b

dx — dv q‘ _ qdu—bdy'
a b ag —bp
Y Q‘

Substitusi pada Persamaan (2.3), diperoleh PDB homogen.

Contoh 2.6. Selesaikanlah PDB (x +y +1) dx + (2x + 2y + 1) dy = 0.
Penyelesaian. Misal x +y =z, sehingga
dz=dx +dyataudy =dz - dx.
PDB menjadi
(z+1)dx+(2z+1)(dz-dx)=0
(z+1)dx+(2z+1)dx-2z+1)=0
-zdx +(2z+1)dz=0.
Dengan pengintegralan diperoleh

IdX :J~222+1dz
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x=2z+Inz+c
x=2x+y)+In(x+y)=c,
adalah penyelesaian PDB yang diminta.

Contoh 2.7. Carilah solusi dari PDB (x +2y-1) dx+ (2x -y -7) dy =0.
Penyelesaian. Misal x + 2y -1 = u, dan 2x - y -7 = v, sehingga
diperoleh
dx +2dy =du

2dx -dy=dv
du 2
= dv —JJ _ —du-2dv _ du+2dv

1 2 -1-4 5

:

1 du
‘2 dvi dv—2du 2du—dv
1 2| -1-4 5
2

dy =

Substitusikan pada PDB semula, diperoleh
u (du J;Zdv) v (dv: édU) _
udu+2udv+2vdu—vdu
5
(u+2v)du+ Qu-v)dv =0
Ru-v)dv=-(u+2v)du

0

0
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v —(u+2v)
du (u-v)’
yang merupakan PDB homogen. Selanjutnya, dengan memisalkan
v dv_dz

-, —=U—+712,
u du du

7=

PDB homogen ini dapat ditulis menjadi

\
@+2°) 1.9,

T )

du v 2-12
u
udz 1+22 udz 1+2z-2(z-2)
du z-2 du z2-2

dz 1- 2’ +4z
du 72-2

dan dengan pengintegralan diperoleh

-[1+4z—z @ -[

-%(1+4Z-22)=1nu+c

7

n+4Y-Y) 12 urc=0
u u
(WR+4uww-1v2) /2 =ec
w+4uww-0v2=A
(+2y -1 +4 (@ +2y-D2x-y-7) - (2 -y 7P = A
x2+ 42 +1 + 4xy - 2x - 4y + 8x2 - 4xy - 28x + 16xy - 812
56y -8x+4y +28 -4x2 -12-49+4xy +28x-14y=A
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5x2+ 20xy - 512 -10x - 70y - 20 = A
2 +4xy-12-2x-4=A
X2 +4xy-12-2x=B,

adalah solusi PDB yang diminta.

2.4 PDB EKSAK

Suatu PDB orde pertama yang berbentuk
M(xy) dx + N (x,y) dy =0,

dikatakan eksak, jika ruas kiri persamaan tersebut merupakan
diferensial total atau diferensial eksak

dari fungsi u(x,y). Maka PDB M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 dapat ditulis
menjadi du = 0. Dengan pengintegralan, maka diperoleh penyelesaian
umum PDB orde pertama tersebut dalam bentuk:

u(x,y) =0.

Dengan membandingkan M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 dan persamaan
yang berikutnya, terlihat bahwa persamaan di atas adalah persamaan
yang eksak jika terdapat suatu fungsi u(x,y) sedemikian hingga

ou ou

—=M dan ——=N.
0 X oy

Misalkan M dan N terdefinisi dan mempunyai turunan parsial yang
pertama dan kontinu pada suatu daerah di bidang xy yang dibatasi
oleh suatu kurva tertutup yang tak beririsan dengan dirinya sendiri.
Maka diperoleh turunan sebagai berikut:
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oM d°u oON o
—= dan —= :
0y oyoX OX OXxoy

Dengan asumsi kontinuitas turunan, maka dua turunan kedua dari
fungsi ini akan sama sehingga diperoleh

Mmoo
oy o
Penyelesaian dari persamaan eksak diperoleh sebagai berikut:
ou
— =M(xy) (24)
OX
ou
Mo N y) 25)
oy

Dengan mengintegralkan Persamaan (2.4), maka diperoleh
u(ey) = [M(x,y)dx + K@)

%“:% Mo y)dx + Ky)} =N
atau
% (IMecy)ax Lf(y)= Neey)

oK 5
8—3’) — N(x y)-a{[ M (x,y)dx}.

Integralkan ruas kiri dan ruas kanan maka diperoleh

K() =Ny dy- [ {a% M y) dx} dy .
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Dengan demikian maka diperoleh penyelesaian PDB eksak adalah

u(ry) = [M(x, y)dx+j{N —a%jM dx}dyzc :

Contoh 2.8. Selesakanlah PDB xy’ +y+4=0.

Penyelesaian. PDB di atas dapat dituliskan dalam bentuk
(y+4)dx+xdy=0.

Terlihat bahwa
M(x,y) =y +4 dan N(x,y) = x.
Diperoleh
y =1 dan G_N =1,
oy OX

sehingga merupakan PDB eksak. Akibatnya
u(ey) = [MEy)dx + K(y)

u(xy) = I M (y+4) dx + K(y)
u(X,]/) =xy+ 4x + K(y)

%“ =X+ K'(y)=N(X y)

X + K'(y)=x.

Jadi, K'(y) =0, sehingga K(y) = C. Penyelesaian PDB adalah
u(xy)=xy+4x+C=0.

Contoh 2.9. Tentukanlah penyelesaian umum dari PDB
2x sin 3y dx + (3x2 cos 3y + 2y) dy = 0.
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Penyelesaian. Dari PDB di atas diperoleh
M(x,y) = 2x sin 3y, dan N(x,y) = 3x2cos 3y + 2y

oM
E_ 6x cos 3y oM N

——= —,maka PD di atas merupakan PD eksak.

@: 6xcos 3y oy ox
OX
Akibatnya,
u(ey) = [M(x y)dx+K(y)
= I(szin3y)dx+K(y)
= x2sin 3y + K(y),
sehingga
ou ) ,
—=3xc0os3y+K'(y)=N(x,Yy).
oy
Diperoleh hubungan
3x% cos 3y+¥:3x2 cos3y+y
y
dk(y)
R © )
dy Y
dk(y) =2y dy
k(y) =2+ C.

Dengan demikian penyelesaian umum PDB eksak adalah

x2sin (3y) +12=C.
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Contoh 2.10. Selesaikanlah PDB (3x2 + 312) dx + 6xy dy = 0.

Penyelesaian. Terlihat bahwa M(x,y) = 3x2 + 312 dan N(x,y) = 6xy,
sehingga

ﬂsz dan a—N:6y.
oy OX
Karen: oM —ZN maka PDB eksak. Selanjutnya,
X
ou _
) =3x2+ 312
o Mery) =332+ 3y
u(ey) = [ (3x* +3y?) dx+c(y)
= 2%+ 3xy? + c(y)
ou 0 3 2
—= N(xy) = — X~ Xy +c(y)y.
5 - |
Diperoleh hubungan
6= 6+ 2
ocy) _,
oy

c(y) =
Jadi, penyelesaiannya adalah u(x,y) = x* + 3xy2 + k = 0.

Contoh 2.11. SelesaikanlahPDB (13 -x)y’ =y.

Penyelesaian.

-0 < =y

dx
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@ -x) dy=ydx
ydx- (A -x)dy=0,
sehingga diperoleh
M(xy) =y danN(x,y) =x-17.
M
oy LM _N ppp ersak
oN 1 oy oX
ox
Dengan demikian diperoleh

u(ey)= [ (x=y*)dy+c(x)

uxy)=- 7 1)

ou o0
&=&{——y +C(Y)} (xy)

oc(x) _
OX

c(x) = J‘ydx:xy+k :
Jadi penyelesaiannya adalah
u(xy) =xy+k- % =0

ydx xdy
x>+ y®

Contoh 2.12. Selesaikanlah PDB x dx +y dy -

Penyelesaian. PDB ini dapat ditulis menjadi

y X
X— dx dy=0.
( X2 yz) +(y+X2+y2) y
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Akibatnya diperoleh
M@xy)= X ———— dan N(xy)= y+ 2X S -
X° +y X2 +y
Selanjutnya diperoleh
oM (X +y*)=y(2y) _ (X* +y*-2y*)  —xP+y?
oy (X*+y*)’ (X*+y*)* (X*+y*)*
dan
ON (X +y*)-x(2%)
ox (xX*+y?)
_ X2+y?-2x*  x*+y?
(X +y*)* x*+y")*
Selain itu,
oM yP-x?

o (+y)T[ M _ N
N _ _y'=x' | oy ox
ox  (x* +y?)?

maka PDB eksak. Akibatnya diperoleh

ou y
— =M(X,y) = X—
Ox (x.y) x> +y?

y x° y
dx = —— dx +c
x2+y2) 2 J.xz +y’° )

u(ey) = [ (x=

= g arc tan[%j +c(y)
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a_u:ﬁ{x—z—arc tan (E}C(Y)} = N(x,y)

o oy|2 y
1 X ~oc X
_ _ X, (y):y+ X
(x} y> oy X“+y
1+ —
y
X oc(y) X
= =Y+ .
y2 +X2 ay X2+y2
Terlihat bahwa
oc
v _,
oy
Sehingga diperoleh
1
= —12+k
W=y

Jadi penyelesaian PDB adalah

2
u(x,y) = X? — arc tan [g] +%y2 +k =0.

2.5 FAKTOR-FAKTOR INTEGRASI

Jika pada PDB M(x,y) dx + N(xy) dy = 0, dimana

oM
oy OXx

oN
—— # — maka PDB tersebut bukan merupakan PD eksak. Namun

demikian PD tersebut dapat dijadikan menjadi PD eksak dengan

menggandakan PD tersebut dengan suatu faktor atau fungsi tertentu.

Faktor atau fungsi tersebut dinamakan faktor integrasi. Pada beberapa
kasus khusus, faktor integrasi dapat ditentukan dengan cara

sistematis, misalnya:
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xdy —ydx y
= =d0)

xdy —ydx X
— =)

3. xd;z/;yzdx =d (arc tan (XD
X2+y X

LI Lape )

5, Xdy=ydx ld{ln(—x_yJ}
X -y 2 X+Yy

Contoh 2.13. Tentukan faktor integrasi, kemudian selesaikan PDB
y+xy)dx-xdy=0.

Penyelesaian. Dari persamaan di atas diketahui:

M(x,y)=y+x?, sehingga %ﬂzl

N(x,y)=-x, sehingga 58_’“:_1 &y o
X

oM  ON
#

Maka persamaan di atas bukan merupakan PD eksak. Faktor integrasi
dapat diambil % , dan mengalikannya dengan PDB, sehingga
diperoleh

ydx—xdy

2

+x%dx=0 atau —d (lj+x2 dx=0.
X

X

Dengan pengintegralan diperoleh
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—J.d(XJ+J.x2 dx=0
X

Y, 1l
x 3
adalah penyelesaian yang diminta.

Contoh 2.14. Tentukanlah faktor integrasi kemudian selesaikanlah
PDB

xdy-ydx=0.
Penyelesaian. Dari PDB x dy - y dx = 0 diketahui
M(xy) =-y dan N(xy) = x.

Sehingga diperoleh
M =-1 dan N _ 1,
oy OX
. oM  oON
yang menunjukkan bahwa E 7&&. Maka PD tersebut bukan PD

eksak. Dengan mengambil faktor integrasi iz dan mengalikannya
X

dengan PD maka diperoleh
1
7(xdy—ydx)=0,

atau

xdy —ydx

X2

0.

Sehingga diperoleh
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adalah penyelesaian PD.

Contoh 2.15. Tentukanlah faktor integrasi dari persamaan diferensial
(@ + x12 - y) dx + x dy = 0, kemudian selesaikan.

Penyelesaian. Dari PD ini diperoleh:

_ 3 2 _ - aM _ _
M(Xx,y)=x"+xy“ -y, sehingga E_ZW 1 %iﬁ
G_N:]_ oy  ox
OX
Maka PD di atas bukan PD eksak. PD (x® + x12 - y) dx + x dy = 0 dapat
ditulis menjadi

N(x,y)=X, sehingga

x(x2+1y?) dx-ydx+xdy=0.

Faktor integrasinya adalah sehingga setelah dikalikan

2 27

X" +Yy
dengan PD diperoleh

N xdy—ydx:

2

0.
x> +y?

x dx

Dengan pengintegralan diperoleh penyelesaian PD, yaitu
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dex+[d(arc tan( %D:o

1 X2 + arctan[ ijc.
2 X

Untuk menentukan faktor integrasi dapat juga ditempuh
dengan cara berikut. Misalkan F(x,) merupakan faktor integrasi dari
persamaan M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0, maka

F(oy) M(xy) dx £ Fxy) N(xy) dy =0,

merupakan suatu PD eksak. Dengan demikian syarat agar PD menjadi

eksak adalah M :6_N . Sekarang menjadi
oy oX

0 0
5{F<x, y)M (X, y)}=&{F(x, YIN(X )}

Jika faktor integrasi F(x,y) yang hanya tergantung pada satu peubah
saja, misalkan x maka diperoleh

M _poN &
oy oX OX

NOF_gM N
ox oy ox

N F _ F(@M aNJ
OX

oy ox
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(aM_aN]
oF oy oX dx

F N
o
Ianjay > dx
N
M _oN
J‘By ox IX
r =€ N

merupakan faktor integrasi jika F fungsi dari x saja.

Dengan cara yang sama, diperoleh faktor integrasi untuk
fungsi y saja sebagai berikut:
oN oM oF

FE_FmE
ox oy ox

MF_gN_ M
@y ox

w F[@_@J
oy ox oy

g N _oM
oF _ oX oy

oy M

N _ oM
InF=J'aXMay dy
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oN _oM

oS

4

merupakan faktor integrasi jika F fungsi y saja.

Jika PD M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 homogen dan M. x + N. y # 0 maka

faktor integrasinya ;, dan apabila M. x + N. y = 0 maka
M.x+N.y

1
faktor integrasinya—.

Xy

Contoh 2.16. Tentukanlah faktor integrasi dari persamaan ycos x dx +
3sin x dy = 0, kemudian selesaikan.

Penyelesaian. Dari PD yang diketahui diperoleh

. oM
M (x,y)=ycosx, sehingga E:cosx oM ) oN
N(x y)=3sin x, sehingga aa_'\'zs cosx | Yo
X

Faktor integrasinya adalah fungsi y, sehingga

N _om
OX 0y _ 3C0sx—COsX _ 2C0SX _2
M Yy COS X ycosx Yy
2
= e.'.;dy — g2y
F=e"
F=12

Dengan demikian faktor integrasinya F = 12, sehingga PD menjadi
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2 (ycosx)dx+12(3sinx)dy=0
atau
12 cosx dx +3y2sinx dy =0.
Terlihat bahwa
M (X, y) = y° cos x, sehingga %:wz COSX | o1 an
N(x,y)= 3y sin x, sehingga 6@-')\(|:3y2 COS X ay X

Sekarang PD menjadi PD eksak, dan selanjutnya diselesaikan menurut
PD eksak.

Contoh 2.17. Tentukanlah faktor integrasi dari PD (x* + 1) dx + x12 dy
= (), dan selesaikan

Penyelesaian. PD ini adalah homogen. Faktor integrasinya adalah

1 B 1 _ i
Mx+N.y x(x*—y")-y(xy®) x°°
Sehingga PD menjadi
x4+y4 xy3
[ 5 dx— v dy = 0.
Terlihat bahwa
3 3
@ = 4L5 dan @ = 4L5’
oy X oX X

sehingga PD eksak. Dengan demikian, diperoleh
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u(xy) =

4 4

IM(X, y)dx:j(1+y—5jdx:ln x—ly—4 +c(y)
Xy 4y

U _0 J Y _y

Y _ay{lnx 4)(4+c(y)} v

_4y" dey) Y
ax*  dy 4

>

dey) _,
dy

c(y) =k

4

Jadi jawab PD adalah Inx — 4)/_4 + k=0.
X

Contoh 218. Selesaikan PD 12 dx + (x2 - xy - 12 dy = 0 dengan
mencari faktor integrasinya.

Penyelesaian. Ini adalah PD homogen, dan faktor integrasinya adalah
1 B 1 B 1
Mx+Ny xy?+y(x*—xy—y*)  y(x*-y?)
Kalikan faktor integrasi ini dengan PD semula, diperoleh

2 g2
F i+ X gy -0
X" -y y(x*=y7)
oM XP+y?
oy (x*-y®)’

ON _y(X*—y*) (2x=y) = (X" —xy - y*) (2xy)
%y y2(x*—y?)
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ON _ x*+y?
ax (XZ_yZ)Z'
Sehingga PD eksak
ou y y y
—=—2___ dan u(x,y) = dX = | ——————dx
s T SR il vl P romy
Perhatikan bahwa
y __A N B atau A(X—y)+B(x+y) _
(X+y)(x—-y) X+y x-y (x+y)(x-y)

Dari sini diperoleh hubungan

(A+B)x + (B-A)y =y,

sehingga
A+B=0
B-A=1
2B=1
B=% dan A=-%
Sehingga

j#dle 11 dx:ilnﬂ+c(y)
xX+y)(x=y) 27 [ Xx—=y Xx+y 2 X4y
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Jadi diperoleh penyelesaian PD adalah

%In(%}ﬂn y+K=C atau (x-y)i2 =k(x-y).

Jika bentuk M dx + N dy = 0 dapat ditulis dalam bentuk
y f(x,y)dx+xg(x,y)dy=0

dimana f (X, y) #g(X, y) maka faktor integrasinya adalah 1

M .x—N.y
Contoh 2.19. Selesaikanlah PD y(2xy +1) dx + x(1 + 2xy - x%%) dy = 0.
Penyelesaian. Faktor integrasinya adalah

1 1 1

4 4"

M.x—N.y ) 2x2y% +x=2x°y* +x*y? X y

Sehingga PD menjadi

2 1 1 2 1
+ dx+ + —— |dy = 0.
(XS y2 X4y3j (XB y4 X2 y3 y] y

Terlihat bahwa

oM -4 3
8y X3 y3 X4y4
N _ -3 4 PD eksak.
ox  x* y4 Xaya
Dengan demikian diperoleh
1 1 1
u(x,y) = +—— |dx = - ———+C
( y) [XE» y3 X4y3J XZ y2 3X3y3 (y)
ou_ 2 1 +8c(y): 1 N 2 1

a_y_x2y3 x3y“ oy x3y4 x2y3 y
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de(y) _ 1
y oy
dan
c(y)=—Iny+k.
Jadijawab PD adalah
—Xziyz—ﬁ—lny:k

Contoh 2.20. Tentukanlah faktor integrasi dari PD
siny dx +cos y dy =0.

Penyelesaian. Dari persamaan sin i dx + cos y dy = 0 diperoleh

M (X, y) =siny, sehingga % =CoSYy

M N
N (x,y) =cos Y, sehingga @ =0 oy OX
oX
Perhatikan bahwa
M _oN
oy oOx _cosy-0 _1
N cos y '

Idx .

Maka faktor integrasinya adalah fungsi x, yakni F =€ ex.
Sehingga PD menjadi

exsiny dx +excos y dy =0.
Terlihat bahwa
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« . oM
M (x,y) =e”siny, sehingga E_e cosy oM oN

N(x, y) =e* cos y, sehingga Z—N = e*cosy o ox
X
PD eksak.

Maka F = e merupakan faktor integrasi.

2.6 PD LINIER ORDE SATU

Suatu PD orde satu dikatakan linier apabila persamaan
tersebut dapat ditulis dalam bentuk

Y Py = Q)
dx

atau
y' +Py=Q

dimana P dan Q merupakan fungsi x saja. Untuk menyelesaian PD ini
dapat dilakukan dengan menggunakan tiga metode, yaitu :

1. Metode Lagrange
2. Metode Bernoulli
3. Metode faktor integrasi.

2.6.1 Metode Lagrange

Pertama-tama, ambil
ﬂ+P(x)y:O atau ﬂ+P(X)dX=0-
dx y

Dengan pengintegralan diperoleh
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jd—;’ +[P(x)dx=0

Iny + '[P(x)dx = Inc

l:e—jP(x)dx
C
y= Ce—jp(x)dx
Pandang c sebagai fungsi dari x, yakni
y=c(x) efjp(x)dX .
Sehingga
% = c’(x)e_IP(X)dX - P(x)c(x)e_jp(x)dx.

Subsitusikan ke dalam PD, diperoleh

—jP(x)dx fj'P(X)dx

c'(x)e _P)c(x)e T P c(x)e = Q(x)

—jP(x)dx

=Q(x)

jP(x)dx

c'(x)e

c'(x) =e

Q).

Maka c(x)=jQ(x)e_jp(X)dX

penyelesaian PD adalah
y =g [POIH {[Q(x)e”’(x)dX dx +C}.

+ C. Dengan demikian, diperoleh

Contoh 2.21. Selesaikanlah PD @y 2 y =(x+1)°.
dx x+1

Penyelesaian. Dari PD yang diberikan, terlihat bahwa
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P(x) = 2 dan Q(x) = (x + 1)3.
X+1
Ambil % - é y=0, yang dapat ditulis
y_2 dx=0
y x+1
Dengan pengintegralan diperoleh
J’ dy .2 dx =
y x+1

Iny-2In(x+1)=Inc
y=c(x+1)2

Pandang ¢ sebagai fungsi dari x, yakni v = c(x)(x + 1)2. Diferensialkan
terhadap x, diperoleh

ay =C'(X) (X+1)? + 2¢c(x) (x+1).
dx

Subsitusikan pada PD, dan diperoleh
¢'(X) (x+1)? +20(x)(x+1)—ilc(x)(x+1)2 =(x+1)°
X+
c'(X)(x+1)? = (x+1)°

c'(x) = x+1.

Dengan demikian

c(x) = I(X+1)dx = %x2+x+k.

Jadi jawab PD y = (x + 1)2 (% x2 + x + k). Atau, jawab PD dengan

menggunakan rumus



38 Judul Buku

y = o P00ex {J'Q(x)ejp(x)dx +C},

dimana
Q(x) = (x+1)*dan P(x) = _2
X+1
Perhatikan bahwa
IP(X) dx = - 2In|x+1 =In|x +]472.
Jadijawab PD

y = e—ln\x-*—l\’z {J.(X'Fl)s eln\x+l\72dx+k}
= (x+1)2{[(x+1)3(x+1)’2dx+ k}

= (x+0) | (D dx+ k|

= (x+1)2(% x2+x+k).

2.6.2 Cara Bernoulli

Dari PD y' + P(x) y = Q(x), misalkan y = u.v, dimana u dan v fungsi
dari x. Maka

y'=uv+uVv'.
PD menjadi
u'v +uv’ +P(x) uo=Q(x)
atau

o(U" +P(x)u) +uVv’ =Q(x).
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Ambil U" +P(x) u=0, maka UV’ =Q(x). Sehingga

!

== P(x)

u
5 __p(y

u

du

Pl P(x)(u).

Dengan pengintegralan diperoleh

gﬂzj—Puyw
u

mu=j—Pumx
_ _[—P(x)dx
Dari uVv' =Q(x) atau V' = M, diperoleh
u
;L jp(x)dx
v = Q(x)e :
Akibatnya
v= .[Q(x)ejp(x)dX dx+C,.
Sehingga jawab PD adalah

Y= efj'P(x)dx {IQ(X) eJ.P(X)dX dX-l-C}.

3. Dengan Faktor Integral

PD % + P(x)y = Q(x) dapat ditulis sebagai
X

[P(x)y - Q(x)] dx + dy = 0.
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Terlihat bahwa
. oM
M(x,y) = P(x)y - Q(x), sehingga My = E = P(x)
dan
N(x/]/) = 1/ Sehingga Nx = 2—N = O
X

My—-Nx P(x)-0

Akibatnya 1

= P(x) hanya tergantung pada x

ejp(x)dx

saja. Maka faktor integral F = . Setelah dikalikan dengan

faktor integral ini PD menjadi

el {gy + P(x)y} — Qe ™™,

X

yang dapat ditulis mejadi
d P(x) dx P(x)dx
<"y )= quoe
dx
atau

Iejp(x)dxdy =J«Q(X)ejp(x)dx dx

eJ'P(x)dx y ZJQ(X) ejp(x)dx ™

Sehingga penyelesaian PD adalah

y - e—JP(x)dx {J‘Q(X)eIP(x)dx dX+C}.

Contoh 2.22. Selesaikanlah PD x % —2y=x%cos 4x.
X
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Penyelesaian. PD ini dapat ditulis a2 y=x’cos4x, yang

dx X
merupakan PD linier. Terlihat bahwa

P(x)= ~2 dan Q(x) = x* cos 4x.
X
Dengan demikian
jP(x)dx: —Izdx =—2Inx.
X

Sehingga faktor integrasinya adalah F = e2n x = x2 Kalikan PD
dengan x-2 diperoleh

X %—2x3y = COS4X.
X

Dengan pengintegralan diperoleh
Id (x? y):'[ cos4x dx

Xy :%sin 4x+C

XZ
y = =——sin4x +Cx°.

Contoh 2.23. Selesaikanlah PD % +y =e".
X

Penyelesaian. PD tersebut dapat ditulis (y —e*)dx+dy = 0. Terlihat
bahwa

. oM
M(x,y)=y—e*,sehingga — =1
oy oM » oN

N (X, y)=1, sehingga aa_N =0 oy  oX
X
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Perhatikan bahwa
oM ON

oy ox 1-0 1
N 1 '

Faktor integrasinya adalah F = ej " —er, Akibatnya diperoleh PD
dy

e*—= +e’y=e"e"
dx
atau
d
ex Y e’y =e?,
dx

PD ini dapat ditulis menjadi
i(exy) =e® dan d (e*y) = e® dx.
dx
Dengan pengintegralan diperoleh
jd e*y) :je“ dx

X

1.
e'y=—e” +C.
y 2

Jadi penyelesaian PD adalah
1.
=ex| = +C |
’ (2 j

2.7 PD BERNOULLI
Suatu PD yang berbentuk

%+Puw=quwm
X



PDB ORDE SATU DERAJAT SATU 43

untuk N €R dan N ¢1ldinamakan PD Bernoulli. Untuk menentukan
penyelasaian umumnya dilakukan dengan transformasi v = y. Dari
transformasi ini diperoleh

ﬂ—(1—n) y ™" dy atau ay_

ERLY
dx dx dx 1—ny dx

Apabila PD semula dikalikan dengan y ™" diperoleh

y"y' + Py =Q(x).
Akibatnya diperoleh persamaan

1 n@ B

Y Y g FPv=R()
1 dv
H&ﬂLP(X)V—Q(X)

QJF (L-n) P(x)v=(1-n)Q(x).
dx

Persamaan terakhir ini merupakan PD linier orde satu. Selanjutnya
diselesaikan dengan menggunakan salah satu metode untuk
menyelesaikan PD orde satu.

Contoh 2.24. Selesaikanlah PD Bernoulli j—y —y=xy°.
X

Penyelesaian. Kalikan PD % — y = xy® dengan y~° diperoleh
X
y oYy

dx

Dengan menggunakan transformasi y+ = v, diperoleh
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atau

Dari PD ini diperoleh
P(x) =4 dan Q(x) = -4x.

jp(x)dx:ejp(x)dx:e4x

Sehingga € dan

ﬁ&v=-4je“.xdx4—c

ety = -xet + %e‘b‘ +C

Akibatnya penyelesaian PD adalah

1 xilice
4

y4

Contoh 2.25. Selesaikanlah PD Bernoulli X% +y=xy’.
X

Penyelesaian. PD di atas dapat ditulis

dy 'y 3
— 4+ = =
dx x y

yang merupakan PD Bernoulli. Kalikan PD ini dengan Yy, diperoleh
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1-3
y’sﬂ_{_y_:l
dx X
. . dv 5 ady dy 1 ,dv
Misal y2 = hin —==2 — atau —=——y° —.
sy v seningsa dx y dx dx 2y dx

Substitusikan pada PD, diperoleh

yang merupakan PD linier. Terlihat bahwa

P(x) __2 sehingga [ P(x)dx = j—gdx =-2Inx.
X X
Sehingga
v=¢e"m" {j—Ze'”sz dx+C}
= x° i[—Zx‘de+C}
= x? (2x‘1 + C).

Jadi penyelesaian PD adalah
v=2x+Cx2 atau y2=2x++Cx2
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2.8 MASALAH NILAI AWAL

Dari semua uraian di atas, setiap PD baru ditentukan
penyelesaian umumnya, yaitu suatu penyelesaian yang mengandung
sebarang konstanta. Akan tetapi dalam sebagian besar penerapan,
mestinya dapat ditentukan penyelesaian yang memenuhi syarat yang
ditetapkan yang berasal dari sistem fisis atau sistem lainnya yang
mana persamaan tersebut merupakan model matematisnya. Hal ini
akan menghasilkan konsep nilai awal atau syarat awal y(xo) = yo yang
digunakan untuk menentukan penyelesaian khusus, yang diperoleh
dari penyelesaian umum dengan cara memasukkan nilai awalnya.
Sehingga konstanta sebarang tidak ada lagi dan diganti dengan
konstanta tertentu.

2% cos (x?)

Contoh 2.26. Selesaikanlah PD Y’ =Y dengan syarat
X

awal y(v/r) =0.
Penyelesaian. Misal u =v/x, makay = xu, dany’ =x U’ + u. Sehingga
PD di atas menjadi
2x% cos(x?)  2x? cos(x?)
Yy u

Xu' +uUu=u-+

atau

uu’ =2x cos (x2).

Selanjutnya dengan pengintegralan diperoleh
J'udu = '[2x cos(x2 )jx
%uz = sin(xz) +C.

Karena u = y/x maka
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y=ux=x 1/28iniX2 i+2C.

Dari syarat awal (y\/; ) = 0, artinya y = 0 untuk x = J7 maka
diperoleh C =0, akhirnya diperoleh

y=1x +2sin (x?).

Contoh 2.27. Selesaikanlah PD a2y’ + 2xy - x + 1 = 0, dengan syarat
awal y(1) =0.

Penyelesaian. PD di atas dapat disederhanakan menjadi

di(xzy) =x-1 atau d(xzy): (x—1)dx.
X

Dengan pengintegralan diperoleh
jd(xzy) = I(x —1)dx

x2y=% (x-12+C

1
xy=— x2-x+C
72

_tr.c
T T
Dari syarat awal y(1) =0, maka
0= 1. 1+C
2
C=1/2
. 1 1 : .
Jadi y = >7% +—— adalah penyelesaian khusus dari PD.
X X

Contoh 2.28. Selesaikanlah PD
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y' -y =e% dengan syarat awal y(0) =5

Penyelesaian. Persamaan di atas adalah PD linier orde satu, sehingga
diperoleh penyelesaiannya adalah

y=ex+Cer,
Dengan syarat awal y(0) =5 maka
5=e20+Ce0 atau 5=1+C .1
Didapat C=4.Jadi y = 2 + 4e* adalah penyelesaian khusus dari PD.

Contoh 2.29. Selesaikanlah PD y' + (tan x). y = sin 2x dengan syarat
awal y(0) =1.

Penyelesaian. Ini adalah PD linier orde satu, sehingga
penyelesaiannya adalah

Y =Cos X (— '[sin 2XC0S de)

cos x (— ZISin X c0s? XdX)

cos x(% cos® X + Cj.
Menurut syarat awal y(0) =1, maka

1= 1(§+Cj dan diperoleh C=1/3.

Jadi y= %COS Y X+ %COS X adalah penyelesaian khusus PD.

Soal Latihan
Selesaikanlah soal-soal berikut ini dengan memisahkan peubahnya.
1. x3dx+ (y-1)2dy=0
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2. (x-1Rydx+x2@y+1)dy=0

3. x2dy -cos?2ydx=0

4 4xdy-ydx=0

5. yV2x*+3 dy+x (4-y® dx=0

6. 1+x¥)dy-x2ydx=0

7. xdx-(5yt+3)dy=0

8 2x(2.y)dx+(x2-1)ydy=0

9. ex-v y' =sinx

10. cos x siny dy - (cos y cos x + cosx) dx =0

11. (1-y?) cosxdx=(1-sin2x )2y dy

Selesaikanlah PD homogen di bawah ini.
12.2xy dx - (x2- 2 dy=0
13. (@ +1%) dx - 2xy2dy =0

14.xdy-ydx- x> —y® dy=0
15. (2x +3y) dx + (y-x) dy =0
16. (x+y)dy+ (x-y)dx=0
17. (xev/x+y)dx -xdy=0
18. (x2+1») dy -12dx =0
19.x2dy + (y2- xy) dx =0
0. dy _ “XE X HY XEty?
dx y
21. (2 + 1A dx - 2xy dy =0
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X++/X2 +y?

2y =
X-y X2 +y?
Selesaikanlah PD berikut.

2. (x+y+1)de+(2x+2y+1)dy=0
24, (2x-5y+3)dx - (2x+4y-6) dy =0
2. (x+y+)dx+2x+2y+3)dy=0
26.2-x-y)dx+B+x+y)dy=0
27.3x-2y+2)dx+ (7y-3x-3)dy =0
og By _AXy+ 7

dx X-y+1
29 BY _2X+ y+ 4
dx X-y+1
30, Y - X-y+ 5
dx 2x-y-3
g WY XY= 2
dx x+ y+4
3 dy _ 3x-2y+ 7
dx  2x+ 3y+9
3. dy _-xy+1
dx  3x-y-1

Tunjukkan bahwa PD berikut eksak dan selanjutnya selesaikan.
34. (x2-y)dx+ (12-x)dy=0
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35.ydx+xdy=0

36. sinh x cos y dx = cosh x sin y dy

37. (cotan y + x2) dx = x cosec?y dy

38. (cosy +ycosx)dx+ (sinx -xsiny)dy=0
39.2x (y € -1) dx + e¥ dy=0

40.2x -y sinxy ) dx + (612 - x sin xy) dy =0
41. (excosy - x3) dx + (evsinx +12) dy =0
42. (y+cosx)dx+ (x +siny)dy =0

43. yew dx + (xew + 1) dy =0

44 (y+cosx)dx+ (x +siny)dy=0
Tentukanlah faktor integrasi dari PD berikut, kemudian selesaikan.
45. xdy-ydx=0

46.siny dx+cosydy=0
47.2cosxcosy dx -sinxsinydy=0

48. 2yt e dx -xpdy =0

49. (x +ycosx)dx +sinxdy=0

50. (x*+y*) dx-x12dy =0

51 (x2-y2+x)dx+2xydy=0
52.(y-2x)dx-xdy=0

53. (x2-2y)dx+xdy =0
54.(y+1)dx-(x+1)dy=0

55.2dx -ev-xdy=0

Selesaikanlah PD linier orde satu berikut.

56. y' +y cotan x = 5 ecosx
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57. y'+y=2sinx
58. y' +2y=cos x

2y

59.y' - +x2ex

60. y' +y tan x = 2x cos x

61. y' -y cotan x = 2x - x2 cotan x
62.3y +(2-3x)y=x8

63.xy' +2y=2e~

64. y' +3y=¢e" +6

65. y' +2xy =-6x

06. y' -4y =x-2x2

Selesaikanlah PD Bernoulli berikut.

3
67.y -2 y=1p
y x VY
68.xy" +y=uxip
69. y' =x3 12+ xy

70.3y" +y=(1-2x) !
71. y" +xy=xy!
72,y +xly=xi2

X
73.y ty=—
y

74. y'+xy=12sinx
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y _ —(x+1° p

75. y'+
y X+1 2

76.xy -y=1p
77. xdy - {y+ xy*(1+1In x)} dx=0

Selesaikanlah PD berikut dengan syarat awal yang ditentukan.
78.1+x3)dx-x2ydy=0;, y(1)=0

79.y'= 1%, y1)=1
y+X

80. W+2)dx+ (x-2)dy=0, y(1)=-7

81. {excos y+2(x—y)}dx+ {exsin y+2(x—y)}dy=0; y0)=x
82. y' -x%y=-4x3% y(0)=6

8.xy" =(1+x)y; y2)=6e

84. (1+x)ydx+xdy=0; y(1)=2

85. y' -2y=2cosh2x+4; y(0)=-125

86. y'-ycotanx =2x-x2cotanx; y(3 7)= 3 w2+1

87.y -1+3x)y=x+2,y1)=1/e

88. cos (7 x) cos (7 y) dx =2sin (7 x) sin (7 y) dy; y(3/2)=1/2.
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BAB 3

PENERAPAN PERSAMAAN
DIFERENSIAL

PD sering kali muncul dalam model matematik yang mencoba
menggambarkan keadaan nyata. Banyak hukum alam dan hipotesis
dapat diterjemahkan ke dalam persamaan yang mengandung turunan
atau diferensial melalui model matematika. PD juga sangat penting
dalam bidang rekayasa maupun dalam bidang lainnya, karena banyak
hukum dan hubungan fisis yang model matematiknya berbentuk PD.

Sebagai contoh, turunan-turunan dalam fisika muncul sebagai
kecepatan, dalam biologi sebagai laju pertambahan populasi, dalam
psikologi sebagai laju belajar, dalam kimia sebagai laju reaksi, dalam
ekonomi sebagai laju perubahan biaya hidup, dalam keuangan sebagai
laju pertambahan investasi. Selanjutnya diberikan gambaran-
gambaran khusus mengenai penerapan PD orde satu pada bidang-
bidang berikut ini.

3.1 BIDANG BIOLOGI

Sudah lama diamati oleh para pengamat dalam bidang biologi
bahwa beberapa koloni sejenis bakteri yang besar cenderung
berkembang dengan laju yang berbanding lurus dengan jumlah
bakteri yang ada. Untuk koloni bakteri tersebut ambil S = S(t) sebagai
jumlah bakteri yang ada pada setiap saat ¢ dimana t adalah waktu. Jika
p adalah konstanta perbandingan, maka fungsi S = S(f) memenuhi PD

ds

—=pS.
dt P
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Persamaan ini disebut juga persamaan Malthus mengenai
perkembangan populasi.

3.2 FARMAKOLOGI

Dalam farmakologi dikenal bahwa penisilin dan banyak
obat lainnya yang diberikan kepada si pasien akan lenyap (hilang) dari
tubuh si pasien sesuai dengan kaidah sebagai berikut: Ambil y(f)
adalah jumlah atau banyaknya obat di dalam tubuh seseorang pada
saat t dimana t adalah waktu, maka laju perubahan y(f) dari obat itu
berbanding lurus dengan banyaknya obat yang ada saat f. Dengan

demikian memenuhi persamaan %:ky dengan k > 0 adalah

konstanta perbandingan. Tanda minus (-) sesuai dengan fakta bahwa
y(t) berkurang bila t bertambah. Jadi turunan y(f) menurut ¢ bertanda
negatif. Untuk tiap obat, konstanta k diketahui dari percobaan.

3.3 MEKANIKA

Hukum Newton kedua mengenai gerak, mengatakan
bahwa “laju perubahan momentum benda berbanding lurus dengan
jumlah gaya yang bekerja pada benda itu dan dalam arah jumlah gaya
itu”, terlihat bahwa gerak setiap benda ditunjukkan oleh PD. Penting
diingat bahwa momentum suatu benda adalah hasil kali antara massa
dengan kecepatan, maka diperoleh persamaan

d
—(mv)=kF,
dt( Y

dimana k suatu konstanta perbandingan. Persamaan ini merupakan
PD dalam v yang bentuk khususnya tergantung pada m dan F. Masa m
dapat merupakan konstanta atau suatu fungsi f. Juga F dapat
merupakan konstanta atau suatu fungsi ¢ atau bahkan merupakan
fungsi t dan v
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3.4 RANGKAIAN LISTRIK

Hukum masalah tegangan dari Krichoff mengatakan bahwa
“jumlah aljabar dari semua tegangan yang dialirkan mengelilingi
suatu rangkaian tertutup adalah nol”. Hukum ini diterapkan pada
rangkaian seri RL yang ditunjukkan pada Gambar 1.

+R -

+ +
= L
ve (1= (t) _

Gambar 1 Rangkaian RL

Dengan I = I(f) adalah arus dirangkaikan pada saat ¢, dengan t adalah
waktu yang memenuhi persamaan

di
—RI =V(1).
o (t)

3.5 PENENTUAN UMUR RADIOAKTIF

Percobaan menunjukkan bahwa suatu unsur radioaktif
meluruh dengan laju yang sebanding dengan banyaknya unsur pada
saat itu. Dengan kata lain bahwa unsur radioaktif meluruh dengan laju
berbanding lurus dengan banyaknya zat yang ada. Untuk
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menyelesaikan masalah ini dapat ditempuh langkah-langkah sebagai
berikut.

Langkah pertama: Membentuk suatu model matematis dari
proses fisis. Jika diambil banyaknya unsur pada saat t sama dengan
y(#), laju perubahan adalah turunan dari y(f), yaitu y'(t) atau%.

dy

Menurut hukum fisis tentang proses radiasi, pry sebanding dengan y.

Dengan demikian, diperoleh PD
dy_
dt

Langkah kedua: Selesaikan PD ini untuk menentukan
penyelesaian umum dengan menggunakan metode yang ada, yaitu
sebagai berikut: Dari persamaan %: Ky, ditulis menjadi ﬂzkdt.

y
Dengan pengintegralan diperoleh

dy _
jy jkdt

Iny=kt+InC

ky.

In(y/C)= kt
y/C=ekt
y=Cex
y(t) = Cekt

Langkah ketiga: Menentukan penyelesaian khusus PD yaitu
dengan menggunakan syarat awal atau masalah nilai awal dari
penyelesaian umumnya.

Langkah keempat: Menentukan tafsiran geometris dari hasil
atau penyelesaian khususnya, yang dapat ditunjukkan pada grafik.
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Contoh 3.1. Andaikan suatu koloni bakteri bertambah dengan laju
berbanding lurus dengan jumlah bakteri yang ada. Jika jumlah bakteri
berlipat dua dalam 5 jam, berapa waktu yang diperlukan untuk
menjadi berlipat tiga?

Penyelesaian. Ambil s(t) sebagai jumlah bakteri pada saat t. Kemudian
dengan pengandaian bahwa koloni bertambah dengan laju yang
berbanding lurus dengan jumlah yang ada maka memenuhi PD

ds
—=ps(t
5 P
PD ini dapat ditulis menjadi
g _ pdt=0.
S

Dengan pengintegralan diperoleh penyelesaian PD:

[ [ o

Ins-pt=InC
In (s/C) =pt
s/C =ept
s=Cert
s(t) =Cert.
Berdasarkan syarat awal, maka diperoleh
s(t) = s(0) ert,

dimana s(0) adalah jumlah bakteri pada saat awal. Karena jumlah
bakteri menjadi dua kali lipat dalam waktu 5 jam maka diperoleh

s(5) =25(0).
Dari persamaan s(f) = s(0) ert, maka diperoleh

s(0) 5p =25(0)
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Waktu t yang diperlukan bakteri untuk mencapai jumlah bakteri tiga
kali lipat harus memenuhi persamaan

s(t) =3 s(0).
Sehingga diperoleh
s(0) ert =3 5(0)
ert=3
pt=In3

In3

1In2
5

t=

= 7,89 (dibulatkan sampai 2 desimal).

Jadi waktu yang diperlukan untuk menjadi berlipat tiga sama dengan
7,89 jam.

Contoh 3.2. Uang sejumlah Rp. 5.000.000,- di investasikan dengan
bunga 8% tiap tahun, bertambah secara kontinu. Hitunglah jumlah
uang tersebut setelah 25 tahun.

Penyelesaian. Misal y(f) adalah jumlah uang (modal tambah bunga)
pada saat t. Maka laju pertambahan perubahan jumlah uang pada saat
t memenuhi persamaan

dy 8
dt 1007

Apabila persamaan ini diselesaikan dengan memisahkan variabel,
maka diperoleh:

y(t) = y(O)e(S/lOO)t_
Karena y(0) = 5.000.000 dan t = 25, maka diperoleh
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¥(25) = 5.000.000 e(®/10025
= 36945280,49.
Jadi jumlah uang setelah 25 tahun sama dengan Rp. 36.945.289,49.

Contoh 3.3. Suatu benda bermassa m = 2 kg dilemparkan ke bawah
dari suatu tempat yang tinggi dengan kecepatan yang awal vo = 10°
detik. Disamping beratnya, ada gesekan udara yang bekerja pada
benda itu yang besarnya (dalam dine) dua kali kecepatan benda itu
pada setiap saat. Hitunglah kecepatan benda setelah t = 10° detik
(asumsikan g =900 cm/ detik?).

Penyelesaian. Misal v(f) = keceptan benda pada saat t. Jumlah gaya
yang bekerja pada benda tersebut adalah

F = (berat) - (gesekan udara) = (mg - 2v) dine.
Menurut hukum Newton kedua mengenai gerak diperoleh

persamaan:

d
—(mv)=mg-2v
Olt( )=mg

dv

m—=mg—2V

dt g
M dv=dt
mg—2v
M gv=dt.
mg—2v

Penyelesaian dari masalah nilai awal di atas adalah
v(t):% {mg —(mg-2v,)e '™ }

Untuk ¢t = 10° dan dengan v(0) = 105, maka diperoleh
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v(10%) =% mg - (mg - 2vg) € 20/™
=(9-8/e)105cm/det
=(9-8/e) km/det
= 6,05 km/det.
Jadi kecepatan benda tersebut setelah # = 10° det adalah 6,5 km/ det.

Contoh 3.4. Suatu bejana berisi 81 galon air asin yang mengandung 20
pon larutan garam. Air asin yang mengandung 3 pon larutan garam
tiap galon mengalir ke dalam bejana dengan laju 5 galon tiap menit.
Campuran dipertahankan merata dengan cara mengaduknya,
mengalir keluar dengan kecepatan 2 galon tiap menit. Berapa jumlah
garam di dalam bejana sesudah 37 menit?

Penyelesaian. Misal y(f) sebagai jumlah garam pada saat f dan

% = y'(t) adalah laju perubahan garam di dalam bejana pada saat f,

sehingga diperoleh hubungan
y' (t) = laju masuk - laju ke luar,

dimana “laju masuk” adalah laju garam yang mengalir ke dalam
bejana pada saat t dan “laju keluar” adalah laju garam yang mengalir
ke luar pada saat t. Dari permasalahan di atas diperoleh laju masuk
= (3 pon/ galon) (5 galon/menit) = 15 pon/menit,

yaitu 15 pon garam/menit mengalir ke bejana. Untuk menghitung laju
ke luar, kita harus menghitung konsentrasi garam pada saat ¢ yaitu
banyaknya garam di dalam tiap galon air asin pada saat ¢, yaitu

pongaram dalam bejana padasaat t
Jumlah galon air asin dalam bejana padasaat t

_ o y@®
81+ (5-2)t

konsentrasi =
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- y@®
81+3t
Sehingga didapat
. y() .
laju keluar = 2 galon / menit
) 81+3t( galon / )
81+ 3t
Dengan demikian diperoleh persamaan dari masalah di atas adalah
dy =15— 2y .
dt 81+3t
. dy 2y
Dari persamaan —=15— dan syarat awal y(0) = 20, maka
dt 81+3t
diperoleh:
9X-+ 2 y=15
dt  81+3t
atau
9X4~g 1 dt=15.
y 3 27+t

Persamaan ini merupakan PD linier orde pertama. Perhatikan bahwa
dari PD

1
27+t

dy+

— dt=0
y

2
3

diperoleh
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dy 2, dt
53l

lny+§ln(27+t)=lnC

In(y/C)=-2/3In (27 + )
In(y/C)=In (27 + t)-2/3
y/C=(27+ 1) 2
y= C@27+1t)2s
Ambil C sebagai fungsi dari f, yakni C = C(f), sehingga
y=CH) 27+ 12

dan

3-1’ = C (f) (27 + )23 + C(£y2/3 (27 + 1)3/5,

Selanjutnya substitusi pada PD awal, sehingga menghasilkan:

C'(h@7+H23=15

C ()=15@27+H2?
C(t) =15 g (27 + 153 + k

=9 27+ 153 +k.
Maka

07+t +k| (27+1) "2
=927+ ) +k (27 + )23,

y

Dengan memasukkan syarat awal diperoleh:
20=9 (27 + 0)+ k(27 + 0)2/3
20 =243 + k(27)2/3
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k =-2007.
Akibatnya, penyelesaian PD adalah
y(H) =9 (27 + ) - 2007 (27 + t)2/3.

Dengan demikian maka jumlah garam dalam bejana setelah adalah t =
37 menit menghasilkan

y (37) =9 (27 + 37) - 2007(27 + 37)2/3
=576 - 125,45 = 450,55 Ib.

Jadi, jumlah garam dalam bejana setelah 37 menit sama dengan 450,55
Ib.

Contoh 3.5. Apabila fosil tulang mengandung 25% dari jumlah unsur

karbon radioaktif murni 6 , tentukanlah umur fosil tersebut?

Penyelesaian. Dari pembahasan soal sebelumnya, model matematis
peluruhan unsur radioaktif adalah %:ky, yang penyelesaiannya
adalah

Di sini y(0) merupakan jumlah awal unsur 6" . Dengan
menggunakan waktu paruh unsur 6", maka diperoleh
1/2 = 5730k,

dimana t = 5730 adalah waktu paruh 6" . Sehingga diperoleh
5730 k =1n (*2)
_In(1/2)
5730

k

=-0,000121.
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Karena 25% unsur 6 tersisa pada fosil tulang itu berarti bahwa y/(t)

= % maka menghasilkan:
= ekt

=  -0,000121 t

N

-0,000121 t=In (%)

1)

In| =

- \4
—0,000121

= 11460 satuan waktu.

Jadi diperkirakan umur fosil tulang tersebut adalah 11460 satuan
waktu.

Contoh 3.6. Suatu bola tembaga dipanaskan sampai suhu 100°C
kemudian pada saat t = 0 bola tersebut direndam dalam air yang
bersuhu tetap 30°C. Setelah 3 menit ternyata suhu bola menjadi 70°C,
tentukanlah saat ketika suhu bola menjadi 31°C.

Penyelesaian. Percobaan menunjukkan bahwa laju perubahaan suhu
bola yaitu T sebanding dengan perbedaan antara T dengan suhu
medium  (hukum perbandingan Newton). Percobaan juga
menunjukkan bahwa aliran panas dalam bola demikian cepat,
sehingga setiap saat suhu dianggap sama diseluruh bagian bola. Dari
persoalan di atas menurut hukum perbandingan Newton diperoleh
PD yang berbentuk



66 Judul Buku

dT
P k(T -30).
Penyelesaian PD ini adalah
T(f) = C ekt + 30.
Kondisi awal diberikan oleh T(0) = 100, maka diperoleh
100 = Ce*0+ 30
100=C+30
C=70.
Sehingga
T(f) =70 e + 30.
Dari informasi yang diberikan yaitu T(3) = 70, maka diperoleh
70=70e3+30
70 e3k =40
1
3

k== In(4/7)= 0,1865.

Suhu bola T = 31°C dicapai bila
31 =70e01816¢ + 30

70 01816+ =1
= In70 = 22,78 menit.
0,1816

Jadi suhu bola T = 31°C dicapai setelah mendekati 23 menit.
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Soal Latihan

1.

Suatu koloni bakteri bertambah dengan laju yang berbanding
lurus dengan banyaknya bakteri yang ada. Jika banyaknya bakteri
menjadi berlipat dua dalam 3 jam, berapa lama waktu diperlukan
agar banyaknya bakteri menjadi berlipat tiga?

Suatu koloni bakteri bertambah dengan laju yang berbanding
lurus dengan banyaknya bakteri yang ada. Dalam waktu satu jam
jumlahnya bertambah dari 2000 menjadi 5000. Berapa waktu yang
diperlukan agar jumlah bakteri berlipat dua?

Uang sejumlah $ 4000 diinvestasikan dengan bunga 12% tiap
tahun bertambah secara kontinu. Berapa jumlah uang tersebut
sesudah 6 tahun?

Uang sejumlah $ 15000 ditanamkan dengan bunga 6% tiap tahun,
bertambah secara kontinu. Dalam berapa tahun jumlah uang
menjadi dua kali?

Suatu benda dengan massa 25 kg dilemparkan ke atas dari
permukaan bumi dengan kecepatan awal vp = -30 kaki/detik.
Selain beratnya, gesekan dengan udara bekerja pada benda itu
yang besarnya (dalam pon) sama dengan tiga kali kecepatan
benda pada setiap saat. Berapa lama benda bergerak ke atas?
(Perjanjian yang dipakai di sini ialah bahwa arah + (positif) adalah
arah ke bawah)

Suatu bejana berisi 50 galon air asin yang di dalamnya dilarutkan 5
pon garam. Air murni mengalir ke dalam bejana dengan laju 3
galon tiap menit. Campuran diaduk agar merata mengalir keluar
bejana dengan laju aliran masuk. Berapa jumlah garam di dalam
bejana sesudah 15 menit?

Berapa tahun diperlukan untuk menanam uang sejumlah $ 2000
dengan bunga 55% tiap tahun dan bertambah secara kontinu
sampai mencapai $ 8000?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dalam suatu rangkaian listrik RL diketahui bahwa L = 3 henry, R
= 6 ohm, V(f) = 3 sin t dan Ip = 10 ampere. Hitunglah nilai arus
pada saat #?

Dalam suatu rangkaian RL diketahui bahwa L = 4 henry, R = 5
Ohm, V = 8 Volt dan I(0) = 0 Ampere. Tentukanlah arus pada
rangkaian sesudah 0,1 detik?

Sebuah bejana berisi 40 galon air asin yang mengandung 10 pon
larutan garam. Air asin mengandung 2 pon larutan garam tiap
galon mengalir ke dalam bejana dengan laju 4 galon tiap menit.
Campuran dipertahankan merata, mengalir ke luar bejana dengan
3 galon tiap menit. Berapa banyaknya garam dalam bejana pada
setiap saat? Carilah jumlah garam dalam bejana sesudah satu jam?

Sebuah benda bersuhu 70°F ditempatkan (pada saat t = 0) di luar
rumah, yang suhunya 40°F. Sesudah 3 menit suhu menjadi 60°F.
Berapa waktu diperlukan agar suhu benda mendingin sampai
50°F dan berapa suhu benda sesudah 5 menit?

Suatu bejana berisi 30 galon air asin yang mengandung 10 pon
larutan garam. Air asin yang tiap galonnya mengandung 2 pon
larutan garam mengalir ke dalam bejana dengan laju 3 galon tiap
menit. Campuran dipertahankan merata dengan mengaduknya,
mengalir ke luar bejana dengan laju 2 galon tiap menit. Berapa
jumlah garam dalam bejana pada setiap saat t? Berapa jumlah
garam dalam bejana sesudah 10 menit?

Diketahui bahwa waktu umur paroh radio karbon adalah 5568
tahun. Berapa umur contoh kayu purba yang telah kehilangan
15% dari jumlah radio karbon semula?

Dalam rangkaian RL diketahui bahwa L = 2 henry, R = 4 ohm,
V(t) = et volt dan I(0) = 0 ampere. Tentukanlah arus pada setiap
saat?

Jika laju pertumbuhan rugi yang dibiakkan sebanding dengan
banyaknya populasi pada saat t dan populasi tersebut menjadi
dua kali lipat banyaknya dalam sehari. Berapa banyaknya
populasi tersebut setelah satu minggu?
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16.

17.

18.

19.

20.

Andaikan suatu kapur barus yang berbentuk bola berkurang
volumenya karena menguap dengan laju yang sebanding dengan
luas permukaannya saat itu. Jika garis tengah kapur barus
menurun dari 2 cm menjadi 1 cm dalam 3 bulan, berapa lama
kapur tersebut habis? (sampai garis tengahnya 1 mm)

Percobaan menunjukkan bahwa laju inversi gula tebu dalam
larutan gula dengan air adalah sebanding dengan konsentrasi

larutan gula y(t) tersebut. Misalkan konsentrasinya adalah 1

100
pada t=0dan % pada t =4 jam tentukanlah y(f).

Sebuah termometer, terbaca 15°C, dimasukkan ke dalam suatu
ruangan yang temperaturnya 23°C. Satu menit kemudian
termometer sebut menunjukkan angka 19°C. Berapa lama waktu
yang diperlukan agar termometer tersebut menunjukkan angka
230C, katakanlah 22,90C?

Sebuah kapasitor (C = 0,1 farad) dihubungkan seri dengan resistor
(R = 200 ohm) dan sebuah sumber energi (Eo = 12 volt) seperti
terlihat pada Gambar 2. Tentukanlah tegangan V(t) pada
kapasitor, andaikan pada saat t = 0 kapasitor dalam keadaan tidak
bermuatan sama sekali?

Tentukanlah arus I(f) dalam rangkaian RC seperti tampak pada
Gambar 2. Andaikan E = 100 volt, C = 0,25 farad, R merupakan
peubah yang berharga R = (100 - ) ohm, bila 0 <t < 100 detik, R
=0 bila t =100 detik dan I(0) = 1 ampere.
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E (1)

Gambar 2 Rangkaian RC untuk Soal No. 19 dan 20

21. Andaikan seorang penerjun jatuh ke bawah dari keadaan diam
dan parasut terbuka pada suatu saat, katakanlah t = 0 ketika
kecepatan penerjun V(0) =10 m/detik.
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BAB 4
PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER

Suatu PD linier orde n adalah suatu persamaan yang dapat
ditulis dalam bentuk

an(x) y® + ana(¥) YO+ an(x) Y+ ao(x)y = r(x).

Koefisien-koefisien an(x), an1(x), ..., ao(x) dan r(x) merupakan fungsi-
fungsi yang kontinu dan koefisien yang pertama yaitu an(x)# 0.
Apabila fungsi r(x) identik dengan nol (r(x) = 0) maka PD tersebut
disebut PD linier homogen, sedangkan apabila fungsi r(x) # 0, disebut
PD linier non homogen. Apabila koefisien-koefisien an(x), ani(x),...,
ao(x) adalah konstan (tetap) maka PD linier dengan koefisien konstanta
dan di lain pihak dinamakan PD dengan koefisien-koefisien peubah.
Contoh:

xy' -2yx=2x2

y" +4y=evsinx

y9-y=0

m

1
2
3. y"+2y" +3y=cosx
4
5

-y -y'+ y=sinx

y

Contoh 1 adalah suatu PD linier non homogen orde satu dengan
koefisien konstanta. Contoh 2 dan 3 adalah suatu PD linier non
homogen orde 2 dengan koefisien konstanta. Contoh 4 adalah suatu
PD linier homogen orde 4 dengan koefisien konstanta, sedangkan
Contoh 5 adalah suatu PD linier non homogen orde 3 dengan koefisien
konstan.
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Suatu PD linier orde dua dikatakan linier, apabila PD
tersebut dapat ditulis dalam bentuk
ay" +by" +cy=r(x),
dimana 4, b dan ¢ merupakan konstanta, atau
2
2 Y
dx
Apabila r(x) = 0 maka dikatakan PD linier orde dua homogen dan bila
r(x) # 0, maka dikatakan PD linier orde dua non homogen.

+bﬂ +cy =r(x).
dx

Bentuk umum PD linier orde 2 homogen adalah
my" +my +ay=0
atau

d’y _ dy
azW + al& +a0y:O,

dimana @, a1, dan a0 merupakan konstanta. Metode untuk
memudahkan menyelesaikan PPD jenis ini digunakan operator D, yakni

D= % sehingga Dy = g—i . Dengan demikian PD dapat ditulis
menjadi
(@D2+ @D +a0) y=0.
Jika difaktorkan maka diperoleh
(D-a)(D- p)=0,
dimana adan S merupakan konstanta. Langkah selanjutnya adalah
sebagai berikut:
Misalkan (D - &) y = z diperoleh
D-a)z=0 atauDz- az=0.
Sehingga diperoleh
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g—az =0 atau %—adX:O.
dx z

Dengan pengintegralan, diperoleh

dz

[2faax=[o
Inz-ax=InC
In(z/O)=«a x
z/C=elx
z=Celx

Sehingga diperoleh
dy o x
(D- ﬂ)y=CeOUataud— -py=Ce”".
X

Untuk menyelesaikan PD (D - f) y = Ce®~r dilakukan sebagai
berikut: Ambil

(D- B)y=0 atau Dy- Sy=0,
yang dapat ditulis menjadi

ﬂ—ﬂyzo atau ﬂ—ﬂ dx=0.
dx y

Dengan pengintegralan, diperoleh

[ -

Iny-fx=InC
In (y/C) = fix
y/C1=€ﬂx
y=C1€IBx.
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Pandang C; adalah fungsi dari x yaitu C;=Ci(x), sehingga y=
Ci(x)e B Jadi %: C,(¥e "*+C,(xpe”,
X
o dy x . .
dan substitusikan pada Pl P y=Ce””", sehingga diperoleh:
X

Ci(X) eBx+Ci(x) BePr- BCi(x)efr=Celx.
Bentuk ini disederhanakan menjadi
Ci(X) eBx=Ce@x atau C|(X) =Ce(@ — )=,
Akibatnya,
C,(x) = j Ce“ % dx+k
C

— e 4k,
a_

= (

Tulis = ko sehingga Ci(x) = ko €“~”* +k . Jadi penyelesaian PD

a —_—
adalah

y= (ke " +k)e S
= koel@—BreBr+keBx
= koe@x+keBx

Contoh 4.1. SelesaikanPD y"+5y’+6y=0.
Penyelesaian. Tulis PD ini menjadi

(D2+5D +6)y =0 atau (D +2)(D +3)y=0.
Akibatnya diperoleh akar-akar
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Di=a=-2 dan D= fg=-3.
Dengan demikian, penyelesaian PD adalah
y=koeQr+kefr

=koe2 + k ed~,

Contoh 4.2. SelesaikanlahPD y"+y'—2y=0.
Penyelesaian. Tulis kembali PD menjadi
(D2+D-2)y=0 atau (D-1)(D+2)y=0.

Sehingga akar-akarnya adalah D1= o =1 dan D.= f=-2. Jadi
penyelesaian PD adalah

y=koer+ke

. d’y _dy
Contoh 4.3. Selesaikanlah PD 4W—5& +y=0.

Penyelesaian. PD ini dapat ditulis menjadi
(4D2-5D+1)y =0 atau (4D-1) (D-1)y=0.
Sehingga diperoleh
Di=a=1/4 dan D= f=1.
Jadi, penyelesaian PD adalah
y=koe@x+kefx

=ko e¥'* +ker.

Cara lain untuk memperoleh penyelesaian umum PD
homogen orde dua berkoefisien konstanta adalah sebagai berikut:
Pandang PD yang berbentuk
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a,y'+a y'+a, y=0,

dengan ao, a1 dan 4> adalah konstanta sebarang. Jika dimisalkan m
adalah akar persamaan karakteristik

a, m*+a m+a,=0,

maka akar-akar karakteristiknya dapat diselesaikan dengan rumus abc
untuk persamaan kuadrat, yaitu :

1 (—alh/alz —4a, a, j

m, =
' 2a,

dan
1
m, :g(—al —\a,’ —4a, a, )
0

Karena ay, a1 dan a» adalah bilangan real sehingga akar-akar
karakteristiknya mempunyai 3 (tiga) kemungkinan (kasus) yakni:

1. Dua akar real berbeda

2. Dua akar real sama

3. Dua akar kompleks konjugate
Kasus-kasus di atas ditinjau sebagai berikut:
Kasus 1: Dua akar real berbeda.

Kasus ini timbul disebabkan diskriminan (D) dari persamaan
karakteristiknya adalah bilangan positif atau D > 0, yakni

a’—4a,a,>0,

sehingga akar-akar kuadratnya adalah bilangan real dan berbeda. Jadi
penyelesaian umum PD adalah:

y=c,e™ +c,e™,

dengan ¢; dan c; adalah konstanta sebarang.
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Kasus 2: Dua akar real sama.

Kasus ini timbul disebabkan diskriminan (D) dari persamaan
karakteristiknya sama dengan nol yaitu D = 0, dapat dituliskan

a’—4a,a,=0.
Sehingga akar-akar kuadratnya adalah

1
m1=m2=—gai .
0

Jadi penyelesaian umum PD adalah
y :(Cl +C; X)emx’

dengan ¢; dan c; adalah konstanta sebarang dan 111 = 1, = m.

Kasus 3: Dua akar kompleks conjugate.

Kasus ini timbul disebabkan diskriminan (D) dari persamaan
karakteristiknya adalah negatif yaitu D < 0, dapat dituliskan

a’—4a,a,<0.
Sehingga akar-akar kuadratnya adalah kompleks konjugat yaitu

m ——iaﬁia) dan m ——iai—ia)
o2 2 2a, '

/ 1 o
dengan w=,[aq,q, —Zai . Dengan menggunakan rumus Euler

diperoleh bahwa:
e™ =cos x+isin x

e X =cos x—isinx.
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Dengan demikian diperoleh penyelesaian umum PD adalah

1
———ax

y=e ’® (c, coswXx+C,sinwx),

dengan c1 dan c; adalah konstanta sebarang.

Contoh 44. Carilah penyelesaian umumPD y''+y'—2y =0.

Penyelesaian. Misal m adalah akar-akar persamaan karakteristiknya,
sehingga diperoleh persamaan karakteristik

m2+m-2=0 atau (m+2)(m-1)=0.

Akar-akarnya adalah m =-2, dan my =1 (1 # my). Jadi penyelesaian
umum PD adalah

—2X X
y=ce " +c,e".

Contoh 4.5. Carilah penyelesaian umum PD y"—y'—6y =0.
Penyelesaian. Misal m adalah akar persamaan karakteristik
m2-m-6=0 atau (m-3)(m+2)=0.
Diperoleh m1 =3, m>= -2, sehingga penyelesaian umum PD adalah
y=ce*+c,e™.
Contoh 4.6. Carilah penyelesaian umum PD y''—14y'+49y =0.

Penyelesaian. Misal m adalah akar persamaan karakteristiknya,
sehingga diperoleh persamaan karakteristik

m2-14m+49=0 atau (m-7)(m-7)=0.

Sehingga diperoleh akar-akar persamaan karakteristik 7, = 7 dan m =
7, dan penyelesaian umumnya adalah

y=c e’ +c,xe’™ .
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Contoh 4.7. Carilah penyelesaian umum PD y"'—-2y'+10y =0.

Penyelesaian. Persamaan karakteristiknya adalah m2 -2 m + 10 =

Perhatikan bahwa
D=b?—-4ac = 4-40=-36<0

o =] aoaz—%af =J10-1=4/9 =43,

dan

Akibatnya,

ml=—ial+ia) =1+3i dan mlz—i(—2)+3i =1-3i.
a, 2.1
Jadi penyelesaian umum PD adalah

y=e” (¢, cos3x+c, sin3x),

dengan ¢; dan c; konstanta sebarang.

0.
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BAB 5

PD LINIER ORDE DUA NON
HOMOGEN DENGAN KOEFISIEN
KONSTANTA

Bentuk umum PD orde dua non homogen dengan koefisien
konstanta adalah

ay'+a y'+a, y=G(x),

dengan ay, a1 dan 2> merupakan konstanta serta G(x) # 0. Misal yx
merupakan penyelesaian PD homogen yang mana telah dibahas pada
bab sebelumnya, dan y, adalah penyelesaian non homogennya.
Penyelesaian umum PD linier orde dua non homogen adalah

Y= *Yp
Untuk mencari i, dapat digunakan metode:
1. Koefisien tak tentu

2. Variasi parameter

5.1 KOEFISIEN TAK TENTU

Untuk menyelesaikan PD di atas dengan menggunakan
metode koefisien tak tentu, dapat dibagi menjadi beberapa kasus, yaitu

Kasus 1: Jika bentuk fungsi G(x) pada PD merupakan fungsi
eksponensial, yaitu Ee®, maka pilihlah 1, adalah fungsi berbentuk
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x* (Ae™), dengan k adalah banyaknya akar yang sama pada PD

homogennya dan A merupakan koefisien tak tentu yang dicari dengan
cara substitusi i, dan turunan 1, dua kali terhadap x ke dalam PD. Jika

G(x)=Ee®, maka PD menjadi
a,y'+a, y'+a, y=Ee*. (5.1)
Misalkan Yy, = Ae*, dan turunkan y, dua kali terhadap x, diperoleh
y,'=Aae™ dan vy, "'=Aa’e™.
Substitusikan y,,y," dan y," pada Persamaan (5.1), diperoleh
a, (Aa*e™)+a, (Aae™)+a, (Ae™)=Ee¥,
yang kemudian bagi kedua ruas dengan e, didapat

a, Aa®+a, Aa+a, A=E,

atau
A(a,a’+a,a+a,)=E.
. . E . .
Sehingga  diperoleh A=—— . Dari persamaan ini,
3,2’ +aa+a,
diperoleh bahwa
a,a’+aa+a,=0.
Maka

yp:Xk (Aeax)/

dengan k banyaknya akar yang sama pada PD homogennya dan a
adalah akar persamaan karakteristiknya. Jadi penyelesaian umum PD
berbentuk

Y=yntYp
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atau
Yy=C Y, +C Y, +x- (Ae™),
dengan ¢; dan c; konstanta sebarang.

Kasus 2: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk polinomial berderajat 1,
yaitu xm, dengan m = 0, maka 1y, dipilih  berbentuk
x* (A, +AX+..+A X"), dengan k adalah banyaknya akar yang

sama pada PD homogennya. Jika G(x) = byx™ +b,x" " +---+b_, PD
menjadi

a, y'+a, y'+a, y =b,x" +bx" " +---+b_. (5.2)
Untuk memperoleh penyelesaian PD non homogen, dimisalkan
Yo =A+AX+..+A X"
dan diperoleh
Y, =mAX" .+ A,
y,'=m(m—1) A X" +..+2A,.
Substitusikan y,,y," dan y " ke Persamaan (5.2), diperoleh

a,[mMm-1) A X" +---+2A, 1 + al(m A X"t Ai)
a, (A, +AX+..+A X") = b, x" +b X" +---+b, . (.3)

Samakan koefisien ruas kiri dan ruas kanan, diperoleh
a, Ay, = by,
a, An—l +Mma, An = b1,

a,A +a A +23,A,= by, s
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sehingga didapat A - , dengan @ # 0. Jika a2 = 0 dan @ # 0, maka
a'2
ruas kiri pada Persamaan (5.3) menjadi polinomial berderajat m-1, dan

tidak memenuhi Persamaan (5.3). Untuk menjadikan a,y,"+& VY,

polinomial berderajat 7, dan penyelesaian tidak homogen 1y, harus
diubah menjadi polinomial berderajat m +1, sehingga

Yo =X(A +AX+..+AX").

Jika a2 = 0 dan a1 = 0, maka ruas kiri pada Persamaan (1.3) menjadi
polinomial berderajat m - 2, sehingga pilihan 1, berbentuk

Yo =X (Ay+AX+..+AX").
Jadi, secara umum penyelesaian PD non homogen adalah:
Yo =X (Ay+AX+..+AX"),

dengan k adalah banyaknya akar yang sama pada PD homogennya.
Dengan demikian penyelesaian umum PD adalah

Yy=C, Y, +C, ¥, + X (A +AX+...+ A x"),

dengan ¢; dan c; konstanta sebarang, dan Ao , Ay, ..., Am merupakan
koefisien tak tentu yang dicari dengan cara substitusi y, dua kali
terhadap x pada PD.

Kasus 3: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk perkalian antara fungsi
polinomial dengan fungsi eksponensial, yaitu x” e=, maka pilihan v,
berbentuk

X< (A +AX+..+A X")e,

dengan k adalah banyaknya akar yang sama pada PD homogennya.
Jika G(x) = (bOXm +h X"+t b )eax, maka PD menjadi

a, y'+a, y'+a, Y =(0,x" +b X" +---+b, )e™. (54)

Misalkan
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Yo =(Ay+AXx+..+A x")e™ , atau y, =e*u(x),

dengan u(x) = A, +AX+...+A X" . Turunkan y, dua kali terhadap x,
diperoleh

y,'=e™[u'(x)+au(x)]

y,"'=e™[u"(x)+2au'(x)+a’u(x)].
Substitusikan Y,,,y,' dan y," pada Persamaan (54) diperoleh
a, [u" (x)+2au'(x)+a’u(x)] + a [u'(x)+au(x)] +au(x)
= (boxm +o X"t bm)eax,
atau
a,u" (x)+(2a,a+a, )u'(x)+ (a,a° +a,a+ a, )u(x) =P,(x)

dengan Pa(x) = (bOXm +o X"t bmkax. Jika a,a’+a,a+a, =0,

maka u(x) = A, +AX+..+ A X" , sehingga penyelesaian Persamaan
(54) adalah

Y, =" (Ay+ AX+..+AX") .
Sedangkan jika a,a’+a,a+a,=0 dan 2a,a+a, =0, maka dalam
hal ini
u@)= X2 (A, +AX+..+A xX"),

dikarenakan e~ dan xex adalah penyelesaian PD homogennya. Jadi
penyelesaian PD homogen adalah

Yo =X (A +AX+..+AX")e™,
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dengan Ao, Ai ...Am adalah koefisien yang dicari dengan cara
substitusi yp dan turunkan 1, dua kali terhadap x pada Persamaan
(5.4). Dengan demikian, penyelesaian umum PD adalah

Y=¥ntlp
=C,Y, +C, Y, + X* (A, +AX+..+ A x™)e™,

Kasus 4: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk X" sin Bx+x" cos Bx,

dengan m dan n masing-masing adalah derajat polinomial, maka v,
yang dipilih berbentuk

Yo =X [(Ay+AX+...+ A X" ) cos Bx+( By +BX+...+ B x")sin Bx]
dan
Yoo =X [(Ay+AX+...+ AX")cos Bx+ (B, +Bx+...+B x")sin Bx]

7

dengan Ao, Ay, ...,An dan By, By, ..., B, merupakan koefisien tak tentu
yang dicari dengan cara substitusi y, dan turunkan y, dua kali
terhadap x pada PD. Maka PD menjadi

a,y'+a y'+a,y = x"sinBx+x"cosBx. (5.5)
Untuk mencari penyelesaian partikulir Persamaan (5.5), dimisalkan
Y, =xX*[ (A, +AX+...+ A X*)cos Bx+(B, +B,x+:--+B.x*)sin Bx]

dengan s adalah derajat polinomial m dan n. Dengan demikian
penyelesaian umum PD adalah
Y=ytyp =C Y, +C Y, +Y,.

Kasus 5: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk E; cos Bx atau E; sin Bx,
dengan B # 0, maka 1y, yang dipilih berbentuk

x* (A, cos Bx+ B, sin Bx), dengan A, dan By koefisien tak tentu yang
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dicari dengan cara substitusi i, dan turunkan y, dua kali terhadap x ke
PD. Maka PD menjadi

a,y'+a y+a,y =EicosBx, (5.6)
atau
a,y'+a y'+a,y =E;sinBx. (5.7)

Untuk mencari penyelesaian Persamaan (5.6) atau Persamaan (5.7),
dimisalkan ~y, =x" (A, cos Bx+ B,sinBx), dengan k adalah
banyaknya akar yang sama pada PD homogennya.  Jadi
penyelesaian umum PD adalah

y=CY,+CY,+Y,

=y, +C,Y, + x* (A, cos Bx+ B, sin Bx),

dengan c¢; dan c; konstanta sebarang.

Kasus 6: Jika fungsi G(x) pada PD berbentuk E; e= cos Bx atau E; e sin
Bx, dengan E;, E> adalah konstanta yang tidak sama dengan nol, maka
yp yang dipilih berbentuk x“ (A, ¥ cos Bx+ B, ¥ sin Bx). Maka

PD menjadi

a,y'+a y'+a,y =E e cos By, (5.8)
atau
a,y'+a y'+a,y =EyewsinBx. (59

Untuk mencari penyelesaian  partikulir Persamaan (5.8) atau
Persamaan (5.9), dimisalkan

y, =X (A, €™ cos Bx+ B, e¥sin Bx).
Dengan demikian penyelesaian umum PD adalah

Y=ty
=Y, +C,Y, + x* (A, e cos Bx+ B,e™sinBx).
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Di sini k adalah banyaknya akar yang sama pada PD homogennya dan
Ao dan By adalah koefisien yang dicari dengan cara substitusi v, dan
turunkan y, dua kali terhadap x ke PD. Untuk lebih memudahkan
dalam mencari penyelesaian PD dengan metode koefisien tak tentu,
dapat dilihat pada Tabel 1 di bawah ini.

Tabel 1 Pemilihan y, untuk Beberapa Kasus Khusus G(x) pada Metode

Koefisien Tak Tentu
No. | Bentuk Fungsi G(x) Pilihan untuk y,
1| am X (A, +AX+..+A X™)
2. | Ee™ X< (Ae™)
3. | xmen X< (A + AX+...+A X" )e™

4. | E1 cos Bx atau E; sin | x* ( A, cos Bx+ B, sin Bx)
Bx

5. | x™sinBx+x"cosBx | X*[(A,+AX+..+A x")cosBx+
(B, +Bx+...+ B, x")sin Bx]

6. | Eve=cos Bxatau Exe | x*e®( A cos Bx+ B, sin Bx)
sin Bx

Dalam mencari penyelesaian PD linier dengan menggunakan metode
koefisien tak tentu berlaku aturan-aturan sebagai berikut:

A. Aturan Dasar

Jika G(x) pada PD merupakan salah satu fungsi yang terdapat
di kolom pertama pada Tabel 1, maka pilihlah fungsi 1y, yang
bersesuaian di kolom kedua, lalu tentukan koefisien tak tentunya
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dengan cara substitusi y, dan turunkan y, dua kali terhadap x ke
persamaan diferensialnya.

B. Aturan Modifikasi

Jika G(x) pada PD merupakan bentuk penyelesaian PD
homogen, maka kalikan 1, yang dipilih dengan x¥, dengan k adalah
banyaknya akar yang sama pada PD homogennya.

C. Aturan Penjumlahan

Jika G(x) pada PD merupakan penjumlahan fungsi-fungsi yang
berasal dari beberapa baris pada kolom pertama pada Tabel 1, maka
pilihlah y, yang berupa penjumlahan fungsi-fungsi dari baris yang
bersesuaian pada kolom kedua.

Contoh 5.1. Carilah penyelesaian umum PD
y'—3y'=2x"+1. (5.10)

Penyelesaian. Langkah pertama yang harus dilakukan adalah mencari
penyelesaian PD dari Persamaan (5.10). PD homogennya adalah

y'-3y'=0. (5.11)

Misalkan m adalah akar-akar karakteristik dari Persamaan (5.11), maka
persamaan karakteristik dari Persamaaan (5.11) adalah

m2-3m=0 ataum (m-3)=0.

Sehingga akar-akarnya adalah m; = 0 dan m» = 3. Penyelesaian umum
PD homogennya adalah

_ 0x 33X _ 3X
y, =c,e” +c,e* =c +c,e%,

dengan ¢; dan c; konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian PD
non homogennya yaitu i, maka Aturan A yang digunakan, sehingga

Y= X (A + AX+AX").
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Karena 2x2 + 1 ditulis dalam bentuk penyelesaian PD homogennya,

dengan akar yang sama tidak ada, artinya k =1, sehingga

yp= X(A +AX+AX). (5.12)
Persamaan (5.12) diturunkan terhadap x dua kali, diperoleh
Y, =A +2AX+3AX (5.13)
dan
y,"'=2A +6AX . (5.14)

Substitusikan Persamaan (5.12), (5.13) dan (5.14) ke Persamaan (5.10),

diperoleh
2A +6AX—3A —6AX—9AX*=2x* +1.

Samakan koefisien ruas kiri dan ruas kanan, diperoleh

2A1-3A0=1,
6A2-6A1=0,
-9A=2.
Penyelesaian sistem persamaan ini adalah
2 2 13
=——, =—— dan Aj=——.
& 9 A 9 A 27

Jadi penyelesaian persamaan tidak homogennya adalah:

Sedangkan penyelesaian umum PD adalah:
Y=imtyp
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Contoh 5.2. Carilah penyelesaian umum PD
y"'—5y'+6y=4e* (5.15)
Penyelesaian. Pertama-tama selesaikan persamaan homogennya
y'"'-5y'+6y=0. (5.16)
Persamaan karakteristik dari Persamaan (5.16) adalah
m2-5m+6=0 atau (m-2)(m-3)=0,

sehingga akar-akarnya adalah m; =2, my = 3. Penyelesaian umum dari
PD homogennya adalah

y, =c e +c,e¥,

dengan ¢ dan 2 konstanta sebarang. Sedangkan penyelesaian
persamaan tidak homogennya, yaitu y, dapat digunakan Aturan B,
sehingga

y, =X Ae®

Karena Ae ditulis sebagai bentuk penyelesaian PD homogennya,
dengan akar yang sama tidak ada, maka k = 1, sehingga

y, =X Ae™. (5.17)
Diturunkan terhadap x dua kali, diperoleh
y,'= 2Axe™ + Ae* (5.18)
dan
y,"'=4Axe™ +4Ae™. (5.19)

Substitusikan Persamaan (5.17), (5.18) dan (5.19) ke PD diperoleh
AAXe™ +4Ae® —5(2Axe™ + Ae* ) +6Axe* =4

4Axe” +4Ae® —10Axe®* —5 Ae®* +6Axe? =4e**

— Ae® =4
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A=-4.
Penyelesaian PD non homogennya adalah
y, =—4xe®.
Jadi penyelesaian umum PD adalah

y=c e +c,e* —4xe®.

Contoh 5.3. Carilah penyelesaian umum PD
y'—-2y'+y=7xe" (5.20)
Penyelesaian. Persamaan homogen dari PD ini adalah
y'-2y'+y=0, (5.21)
sehingga persamaan karakteristiknya adalah
m2-2m+1=0atau (m-1)2=0.

Dengan demikian akar-akarnya adalah m = 1 dan m» = 1.
Penyelesaian umum PD homogennya adalah

y,=C, e"+c, xe*,

dengan ¢y, ¢ konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian PD non
homogennya, dipilih y, sesuai dengan Aturan C, yaitu

Y, =X (A +A X)€"

Karena 7xer ditulis sebagai bentuk penyelesaian PD homogennya,
dengan akar yang sama ada dua, maka k = 2, sehingga

Yo =X (A +AX)e". (5.22)
Diturunkan terhadap x dua kali, diperoleh
Y, =(2A x+3A X*)e* +(A X’ + A X°)e*  (5.3)

dan
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Yo '=(A X2+ A X )  +(4A, X+6A X*)e* +(2A,+6A x)e* (5.24)
Substitusikan Persamaan (5.22), (5.23) dan (5.24) ke PD, diperoleh

(A X*+A X°)e* +(4A, x+6A x*)e*+(2A, +6A x)e*-

(2A, x+3A X2 )e* + (A X*+A X°)e* + (A X+ A X°)e*=Txe",

sehingga diperoleh (2A,+6A Xx)e*=7xe*. Samakan ruas kiri dan
kanan, diperoleh

Ao = 0 dan Al = Z .
6
Penyelesaian PD non homogennya adalah
LAV’
yp = g X'e".

Jadi penyelesaian umum PD adalah

.
y =c,e* +c, xe* +gx3ex.

Contoh 5.4. Carilah penyelesaian umum PD
y'+2y'+2y=3e"+4C0SX.
Penyelesaian. Pertama-tama selesaikan persamaan homogennya, yaitu
y'+2y'+2y=0,
sehingga persamaan karakteristiknya adalah
m+2m+2=0.
Akar-akar persamaan karakteristiknya, yaitu
m=-1+1, my=-1-1i.

Penyelesaian umum PD homogennya adalah
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y,=e (¢, cosx+c,sinx),

dengan c1 dan ¢; konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian PD
non homogennya, yaitu y,, maka gunakan Aturan C, sehingga

y, =X (Ae™+A,cosx+Asinx).

Karena 3e + 4 cos x bukan bentuk penyelesaian PD homogennya, dan
tidak ada akar yang sama, maka

Y, =Ae " +A, cosx+Asinx.

(5.25)
Diturunkan dua kali terhadap x, didapat
Y, '=—Ae " —A,sinx+ A cos x (5.26)
dan
Yy, '=Ae " —A, cosx—A;sinx (5.27)

Substitusikan Persamaan (5.25), (5.26) dan (5.27) pada PD, diperoleh
Ae“—A cosx—Asinx+2(—A e *—A,sin x+ A, cos x) + 2
(A e+ A, cosx+A;sinX) =3ex+4 cos x. (5.28)
Samakan ruas kiri dan ruas kanan Persamaan (5.28), diperoleh
A1=3, Ao+2A5 = 4, A3-2A; =0.
Sistem persamaan ini diselesaikan, diperoleh
4 8
A1=3, A, i dan AS:E'
Jadi penyelesaian PD non homogennya adalah

4 8 .
y, =3¢ +—-CosX+—sinx..
5 5

Penyelesaian umum PD adalah



94

Judul Buku

5.

- . x4 8 .
= X+C, sinX)+ +—C0S X+—Sin X.
e (c,cosx+c,sin e 5cos 55n

2 VARIASI PARAMETER

Jika fungsi G(x) pada PD bukan fungsi koefisien tak tentu,

maka untuk mencari penyelesaian umum PD non homogennya dapat
diselesaikan dengan menggunakan metode variasi parameter. Jika {y1,
Y2} merupakan himpunan penyelesaian fundamental dari PD
homogen orde dua, maka langkah-langkah yang digunakan untuk
menyelesaikan PD linier orde dua berkoefisien konstanta dengan
menggunakan metode variasi parameter sebagai berikut:

1.

3.

Menyelesaikan PD homogennya, yaitu
a,y"'+a, y'+a, y=0,
sehingga penyelesaian umum persamaan homogennya adalah
hh=ayitay,

dengan c; dan c> konstanta sebarang. Sedangkan 11 dan 1. adalah
penyelesaian fundamental dari PD homogennya.

. Menggantikan konstanta-konstanta sebarang pada penyelesaian

umum PD homogen dengan fungsi-fungsi x sebarang, sehingga
penyelesaian PD non homogennya adalah
Yo = 1) y1(x) + 1) y2(x),

dengan wui(x) dan usx(x) adalah fungsi sebarang yang belum
diketahui. Sedangkan 11(x) dan y2(x) adalah basis penyelesaian PD
homogennya.

Jika y, pada Langkah (2) diturunkan terhadap x dua kali, maka
didapat

Yo =y (X) Y1 () + Uy (X) Y1 (X) +U,"(X) Y, (X) +U, (X) ¥, (X) -

Karena 11 dan 12 merupakan dua fungsi sebarang dari x, diperoleh
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U;"(X) ¥1(X) +,"(X) y,(x) =0,
(5.29)

sehingga diperoleh
Yo = () ¥ () +U, (X) Y, (X)
dan
Yo '=U' 00 Y1 00 +Uy () Y1 (09 +U," () Y,' 09 +U, () ¥, ().
4. Mensubstitusikan y,,y," dany," pada Langkah 3 ke PD,
didapat
2[00 Y200+ U, (3 Y1 () +U," () ¥,' 00 +U, () ¥, (09 1+
3, [U; (%) 1" 00 +U, (X) Y, (3] + a2 [un () ya(x) + 2(x) ()]
= U008 ¥, (¥) +2, ¥, (¥) +8, y, ()] +
U, (X)[ag ¥, (X) +2, ¥, (X) +8, Y, ()] +

a, [u"(X) y," () +U,"(X) ¥, (X) ]=G(x).
(5.30)

Karena 11 dan y» merupakan penyelesaian persamaan homogen,
mengakibatkan

8, ¥, (X)+a, Y, (X)+a, y,(x)=0.
dan
8 Y, (X)+2, Y,"(X)+3, ¥, (x)=0.
Persamaan (5.30) menjadi
8, [u,"(x) ¥, (X) +U,"(X) y, ' (X) ]=G(X).
(5.31)

5. Dari Persamaan (5.29) pada Langkah 3 dan Persamaan (5.31) pada
Langkah 4 diperoleh sistem persamaan
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Uy (X) Y, () +U,"(X) ¥, () =0,

0" (X) Y00+ U (%) Y, (%)= Ga(x) .

0

6. Menyelesaikan sistem persamaan pada Langkah 5, sehingga
didapat u,'(X) dan u,'(x) .

7. Mengintegralkan U,'(X) dan U,'(X) pada Langkah 6, diperoleh
u1(x) dan uo(x).

8. Mensubstitusikan ui(x) dan ux(x) ke 1y, pada Langkah 2,
diperoleh

Yo = t1(x) Y1(x) + 12(x) ).
9. Menjumlahkan penyelesaian umum PD homogen dengan
penyelesaian PD non homogen, sehingga penyelesaian umum PD

Y=yntyp

=cir + oy + ua(x) 1+ uaA(X) Yo

Contoh 5.5. Carilah penyelesaian umum PD
2y"—4y'+2y=x"e*,x>0.
Penyelesaian. Langkah pertama, selesaikan PD homogennya:
2y"'—-4y'+2y=0.
Persamaan karakteristiknya adalah
2m2-4m+2=0 atau 2 (m-1)2=0,

sehingga akar-akarnya adalah 7; =1 dan my = 1. Penyelesaian umum
persamaan homogennya adalah

X X
Y, =Ce* +c, xe¥,

dengan c¢; dan ¢ Kkonstanta sebarang serta e dan xer adalah
penyelesaian fundamental PD homogennya. Langkah kedua, gantilah ¢
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dan ¢; pada penyelesaian umum persamaan homogen menjadi fungsi-
fungsi x sebarang, sehingga

Y, = (x)e* +u,(x) xe*, (5.32)

merupakan penyelesaian PD non homogennya. Langkah ketiga,
turunkan y, pada Persamaan (5.32) dua kali terhadap x, didapat

Y, =, (X)e" +u, (X)e* +u," (X)xe” +u, (X)[xe” +e* ].
Dari sini diperoleh
u,'(x)e* +u,'(x) xe* =0 (5.33)
sehingga
Y, =U (x)e* +u, (x)[xe* +e"] (5.34)

dan

Y, '=U " (X)e" +u, (X)e” +u," (X)[xe” +e” ]+Uu,(x)[2e* +xe" ]. (5.35)

Langkah keempat, substitusikan Persamaan (5.32), (5.34) dan (5.35) ke
PD, diperoleh

2Lu," (x)e* +u, (x)e* +u," (X)[xe* +e* ]+u,(x)[2e” +xe* ]]—-
Alu, (X)e* +u,(X)[xe* +e* 1]+
2[u, (x)e* +u,(x) xe*]
= 2[u,"(x)e* +u,'(X)[xe* +e* ] =x"'e*,
atau

X te

X

[u,"(x)e* +u,"(X)[xe* +e*]] = (5.36)
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Langkah kelima, bentuk sistem persamaan dari Persamaan (5.33) dan
(5.36), yaitu

u,'(x)e* +u,'(x) xe* =0

X te*

u,"(x)e* +u,' (x)[ xe* +e*]=

(5.37)

Langkah keenam, menyelesaikan sistem persamaan (5.37), diperoleh
u'(X)=—u,"(xX)X. (5.38)

Substitusikan Persamaan (5.38) pada persamaan kedua dari sistem
persamaan (5.37), diperoleh

-1

—uz'(x)x+u2'(x)x+1=X7. (5.39)
Sederhanakan Persamaan (5.391), diperoleh

, 1
u, (X):Z

dan substitusikan ke Persamaan (5.38), sehingga diperoleh

: 1
u, (X)=——.
v (X)==2
Langkah ketujuh, mengintegralkan u1(x) dan ux(x), diperoleh
1 X
u(X)=-=dx=—-—
(=]~ dx=—
dan
1 Inx
u,(X)=|—dx = —.
()= dx==

Langkah kedelapan, mensubstitusikan ui(x) dan wua(x) ke Persamaan
(5.32), diperoleh
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X 4 Inx_
yp=—ze +7xe '

merupakan penyelesaian PD non homogennya. Langkah kesembilan,
menjumlahkan v, yaitu penyelesaian umum PD homogennya dengan
VYp, yaitu penyelesaian umum PD non homogennya, diperoleh

Y=yt

X In x
= ce"+c,xe” —Eex +7xex.

Contoh 5.6. Carilah penyelesaian umum PD y''+ y=secx.

Penyelesaian. = PD homogennya adalah y''+y=0, sehingga
persamaan karakteristiknya adalah

m2+1=0.

Akar-akar persamaan karakteristik adalah m; = i dan my = -i. Jadi
penyelesaian PD homogennya adalah

y, =% (C, cos x+C, sin x)
=C, cosx+C,sinx,

dengan C; dan G konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian
PD non homogennya, gantilah konstanta sebarang pada penyelesaian
umum PD homogennya menjadi fungsi-fungsi x sebarang, sehingga

Y, =U,(X) C0S X +U, (X)sin x. (5.40)
Turunkan 1, dua kali terhadap x, diperoleh
Y, =U,"(X) cos x—u, (X)sin X +u,"(x) sin X+Uu,(X)cos X .
Dari sini didapat
u,"(x) cos x+u,"(x)sin x=0, (5.41)

sehingga y ' menjadi
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Y, ==U,(X)sin X +U,(x) cos x (5.42)
dan
Y, '==U,"(X)sin x—u,(X) cos X +U,"(X) cos Xx—U,(X)sin x. (5.43)
Substitusikan Persamaan (5.40) dan (5.43) ke PD, diperoleh
—u,"(X)sin x+u,"(X) cos Xx=Sec X. (5.44)
Dari Persamaan (5.41) dan (5.44), diperoleh sistem persamaan
u,'(x)cos x+u,"(x)sin x=0
—Uu,"(x)sin x+u,"'(X)cos Xx=Secx.
Selesaikan sistem persamaan ini, didapat
u,"(x)=—tanx dan u,'(x)=1.
Dengan demikian,
u, () :j—tan xdx = In(cosx),
u,(x) :Ildx = X
Substitusikan u1(x) dan ux(x) ke y,, diperoleh
y,= In(cos x).cos x + xsin x

=cos x In(cos x)+ xsin x,

merupakan penyelesaian PD non homogennya. Penyelesaian umum
PD adalah

Y=tntyp
=C, COS X+C, Sin X+c0s X In(cos x)+ xsin x.

BAB 6
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PD LINIER HOMOGEN ORDE n
DENGAN KOEFISIEN KONSTANTA

Bentuk umum PD linier homogen orde n dengan koefisien
konstanta adalah

a, y" +a, y" +--+a,, y'+a, y=0,

dengan ay, ai, ..., a1, a, adalah konstanta sebarang. Pada prinsipnya,
untuk menyelesaikan PD ini adalah sama saja dengan PD linier
homogen orde dua. Dengan demikian jika telah dipahami
penyelesaian PD orde dua maka tidak sukar lagi untuk menyelesaikan
PD orde n. Namun demikian, untuk menyelesaikan persamaan
karakteristiknya diperlukan metode atau cara menyelesaikan akar-
akar persamaan polinomial. Sehingga penyelesaian PD linier homogen
orde n adalah perluasan dari penyelesaian PD linier homogen orde
dua.

Misal m adalah akar karakteristik dari PD di atas, dengan
demikian diperoleh persamaan dalam bentuk m yaitu

n n-1
a,m"+am—+---+a, ,m+a,=0.

Jika persamaan ini diselesaikan, maka diperoleh akar-akarnya yaitu
my, My, ms, ..., my. Dengan demikian, secara umum:

Kasus 1. Untuk m; # my # ms # ...# m, diperoleh penyelesaian
homogennya adalah

y,=c,e™ +c,e™ +c,e™ +---+c, e™,
dengan ¢y, ¢, 3, ..., cn adalah konstanta sebarang,.

Kasus 2. Untuk m; = mp = ms = ...= m, , diperoleh penyelesaian
homogennya adalah
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Vi =(Cp +CyX+Co X2+, X +--4+C X" ) e™.

Untuk kasus lain, dapat digunakan sebagaimana halnya pada PD
linier homogen orde dua dengan koefisien konstanta.

Contoh 6.1. Carilah penyelesaian umum PD Yy @ _7y"+6y'=0.
Penyelesaian. Misal m adalah akar persamaan karakteristik
m* —7m?+6m=0 atau m(m—21)(m—2)(m+3)=0.
Diperoleh akar-akar karakteristik
m =0, my=1,ms;=2 dan my=-3.
Jadi penyelesaian umum
Y, =C, +C,e*+c,e¥ +c, e,

dengan c¢j, ¢, ¢;, dan ¢z adalah konstanta sebarang,.

Contoh 6.2. Carilah penyelesaian umum PD
y@ 42y"_3y"—4y'+4y=0.

Penyelesaian. Persamaan karakteristiknya adalah
mé+2m3 = 3m2 - 4m +4=0 atau (M—-1)°(m+2)* =0.
Sehingga akar-akar karakteristik adalah
m=1 my=1,ms;=-2dan my=-2.
Jadi penyelesaian umum PD adalah
Y, =C, e*+c, xe* +c,e > +¢, xe
=(c, +C, X)€" +(c,+C, x)e™,

dengan c¢j, ¢, ¢;, dan ¢ adalah konstanta sebarang,.
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Contoh 6.3. Carilah penyelesaian umum PD y"’ +18y® +81y”=0.
Penyelesaian. Persamaan karakteristik dari PD adalah

m’+ 18 m>+ 81 m3 =0,
yang jika difaktorkan diperoleh

m3(m2 + 9)(m2+9) = 0.
Diperoleh akar-akar karakteristik adalah

m=me=ms=0, my=my=-31,ms= me=-31.

Jadi penyelesaian umumnya adalah

Y, =C, +C,X+C,X* +C, COS 3X+C, Sin 3X+ X (C, COS 3X+C, Sin 3X).

BAB 7
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PD LINIER NON HOMOGEN ORDE
n DENGAN KOEFISIEN
KONSTANTA

Bentuk umum PD linier non homogen orde n dengan koefisien
konstanta adalah

a, y"” +a, y" P +..+a,, y'+a, y=G(X)

dengan ay, a1, , a, adalah konstanta dan G (x) # 0. Penyelesaian dari PD
ini sama saja dengan PD orde dua, yaitu tentukan soluai homogennya
(yn) dan penyelesaian non homogennya (1), sehingga penyelesaian
umumnya adalah

Y=yt Yp
Untuk penyelesaian homogennya (1) adalah
yn=cyirtoypt... .ty

Untuk penyelesaian non homogennya (1,) dapat ditentukan dengan
metode:

7.1 Koefisien Tak Tentu

Dengan menggunakan metode koefisien tak tentu, dilakukan
sebagai berikut:

1. Jika G(x) atau fungsi non homogennya merupakan jumlah bentuk
xmewr dengan x adalah polinomial berderajat 1, dengan m = 0 dan
a#0, maka 1,yang dipilih berbentuk x* ( Ag + Azx + .. + Ayxm) ew,
dengan k adalah banyaknya akar yang sama pada persamaan
homogennya dan Ao, Aj, ..., A adalah koefisien tak tentunya.
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2. Jika G(x) berbentuk x e= cos Bx + x" e= sin Bx, dengan x adalah
polinomial berderajat m dan x" adalah polinomial berderajat 1,
maka y, yang dipilih berbentuk

Xk (Ao+ Arx + ...+ Agxs) ewx cos Bx +
xk (Ao + Aix + ...+ Aoxrs) e sin Bx,

dengan s adalah derajat 1 dan n. Sedangkan k adalah banyaknya
akar yang sama pada persamaan homogennya.

3. Substitusikan 1, dan turunannya hingga turunan ke-n sesuai
dengan orde PD ke PD semula untuk mencari koefisien tak
tentunya, yaitu

AO/ A]/ e Am dan BO/ Bl/ e BH’U
atau
Ao, A], ceey An dan Bo, B1, eey Bn.

4. Penyelesaian umum PD adalah

Y=Y+ Yp.

Contoh 7.1. Carilah penyelesaian umum PD y” +3y"—4y=e*,

Penyelesaian. PD homogennya adalah y”+3y"—4y=0. Misal m
adalah akar karakteristik dari persamaan karakteristik

m3+3m2 -4 =0atau (M—-1)(m+2)* =0.

Akar-akar karakteristik adalah my= 1, mo = -2 dan m; = -2
Penyelesaian umum PD homogennya adalah

yn=cae+(ctcx)e?,

dengan ¢;, c; dan ¢; konstanta sebarang. Untuk mencari penyelesaian
PD non homogennya, yaitu 1, digunakan Aturan B, yaitu

v =3¢ (Ao o)
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Karena e? ditulis dalam bentuk penyelesaian PD homogennya,
dengan akar yang sama ada dua, k = 2, sehingga

Yp =22 (Aoe®) atau y, = Ao x2e?.

Karena PD orde tiga, maka y, diturunkan tiga kali terhadap x,
diperoleh

y,'=2A, xe —2A, x* e
yy =2A e —8A xe ™ +4A x* e
yy=—12 A e +24A, xe™ —8A x* e ™.

Substitusikan turunan-turunan ini dan y, ke PD, diperoleh A, = —%.

Jadi, penyelesaian PD non homogennya adalah

1, o
yp:—gxze 2

Penyelesaian umum PD adalah

_ 1 _
y=c, e*+(c, +c,x)e 2X+(_6X2 e ),

1 _
Atau y=c, e* +(c, +c3x—gx2 Ye

7.2 Variasi Parameter

Penggunaan metode koefisien tak tentu bersifat terbatas pada
fungsi-fungsi tertentu. Untuk fungsi-fungsi yang tidak dapat
digunakan pada metode koefisien tak tentu, dapat digunakan metode
variasi parameter. Dengan demikian penggunaan metode variasi
parameter lebih luas dari metode koefisien tak tentu. Adapun langkah-
langkahnya adalah sebagai berikut:
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1. Menggantikan konstanta-konstanta sebarang pada penyelesaian
homogennya dengan fungsi-fungsi x sebarang, sehingga

o= 1) Y1+ 1) Yo+ ¥ 1) Yo

merupakan penyelesaian PD non homogennya, dan u(x), ux(x), ...,
un(x) merupakan fungsi-fungsi x sebarang yang belum diketahui.

2. Turunkan 1y, pada Langkah (1) hingga turunan ke-n, lalu

substitusikan 1, dan turunan 1y, ke PD, sehingga didapat sistem
persamaan

ul'(x) Y1 +U2I(X) Y, +---+unl(x) Y, =0
ull(x) y1'+u2I(X) y2I+"'+un'(X) an:O
U () Y, +U, (X) Y, '+ U, (X) Y, =0

(n-1) wn _G(X)

Uy () Y 7 e U, () Y

3. Selesaikan sistem persamaan pada Langkah (2), sehingga

Wi (¥)
W(x)

u, (x)= m=1,2,...,n

dengan W,(x) adalah determinan yang diperoleh dari WV dengan
G(x) )

N

mengganti kolom ke-mm menjadi kolom (0, 0, ..., 0,

Sedangkan
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Yi Yo o Y
W (x)= y1” Y2” yn”
Y1 Y2 e Ya
AN A A
4. Mengintegralkan u,'(x) pada Langkah (3), sehingga diperoleh
u,(xX)= IW (X) X, m=12,..n
W (x )

5. Mensubstitusikan u.(x) pada penyelesaian PD non homogennya,
yaitu yp, diperoleh
Yp=u1(x) y1 + ua(X) y2 + ... + Un(X) Yu.
6. Menjumlahkan y, dan y, sebagai penyelesaian umum PD yaitu y =
Ynt Yp.

Contoh 7.2. Carilah penyelesaian umum PD y" +y'=csCX.

Penyelesaian. Langkah pertama, selesaikan PD homogen y"+y'=0.

Persamaan karakteristiknnya adalah % + m = 0, sehingga akar-akar
karakteristiknya adalah m; = 0, m2 = -i dan m3 = -i. Penyelesaian umum
persamaan homogennya adalah

y, =¢, > +e” (c, cos X +¢, sin x)
=C, +C, COS X +C, Sin X,

dengan ¢; , 2 dan ¢; konstanta sebarang. Langkah kedua, gantilah
konstanta sebarang pada penyelesaian homogennya dengan fungsi-
fungsi x sebarang, sehingga

Yp = u1(x) + uz(x) cos x + uz(x) sin x

merupakan penyelesaian PD non homogennya dan ui(x), u2(x), us(x)
merupakan fungsi-fungsi x sebarang yang belum diketahui. Langkah
ketiga, turunkan y, tiga kali terhadap x, diperoleh
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Y, '=U;"(X) + U, (X) oS X — Uy (X)sin X + Uy' (X)Sin X + Uy (X) CoS X .
Karena u(x) = cos x dan u3(x) = sin x, maka diperoleh
u,'(x) + u,'(x)cos x + u,'(x)sin x=0.
Turunan kedua dari y,, yaitu
Yp =Uz'(X)cos X — ug(x)sinx — u,"'(X)sinX — U, (X) cos X.
Karena u(x) = cos x dan u3(x) = sin x, maka diperoleh
uz' (X)cos x — u,'(x)sin x=0.
Turunan ketiga dari v, , yaitu
Yp =—Uz'sinX — U3(X)€OS X — U,"(X) COS X + U (X)sinx.
Karena u2(x) = cos x dan u3(x) = sin x, maka diperoleh
—u,"(X)sin X — u,"'(X) cos X =CSC X.
Diperoleh sistem persamaan sebagai berikut:
u,'(X) + u,'(x)cos x + u,'(x)sin x=0,
U,"(x)cos X — u,'(x)sin x=0,
—Uu,'(x)sin X — u,'(X) cos Xx=Ccsc X.

Langkah keempat, menyelesaikan sistem persamaan di atas diperoleh

ul'(X):Wl(X) , dengan
W(x)
0 cosx  sinx
W;(x)=| 0 —sinx cosx

CSCX —COSX —SinX
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1 cosx  sinx
W(x)=|0 -sinx cosXx|.
0 —cosx —sinx

Jadi u,'(x) = cscx. Selanjutnya

1 0 sin x
,dengan W,(x)=[0 0 COSX |,
0 cscx —sinx

W, (x)
W(x)

U2|(X):

sehingga u,'(x) =-cotx.Sedangkan

1 cosx 0

u3'(X)=W3(X),denganW3(X)=0 -sinx 0 |,
W (x)
0 —cosx cscx
sehingga u;'(x)=-1/1 = -1. Langkah kelima, mengintegralkan

u,"(x),u,"'(x) dan u,'(x) sehingga diperoleh:
ul(x):jcscxdx:ln|cscx—cot X|
uz(x):—jcotxdx:—ln|sin X|
u3(x):—jldx:—x.
Akibatnya
Y, = Uy (X) + U, (X)COS X + Uy(X)sin x
=In|csc x—cot x| —In|sin x|cos x—xsinx.
Sehingga penyelesaian umumnya adalah

Y=yntyp
=01+ cosx+cssinx + In|cscx—cotx| —In|sin x|.cos X—XSin X.
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Soal Latihan
Selesaikanlah PD berikut ini.
1. y'"—y'-2y=0

2. y'+y'-2y=0

3. y'+y'+2y=0

4 y"+y=0

5 y'"+y'+y=0

6. y'-4y'+4y=0
7.y"'=5y'
8.y"'-5y=0

9. y'—-y'+6y=0
10.2y"+y'—y=0

11. y"'+5y'-2y=0
12. 3y"+y'++ 2y =0
13. 2y"+2y'+3y=0
14. y"+4y'+5y=0
15. y"'+25y=0

16. y''+y=e**

17. y'—y=x*

18. y"'+4y'+3y=10e >
19. y"'—4y'+ 3y =cCo0s X
20. y"'—y'—2y=sin 2X



112

Judul Buku

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.
28.
29.

30.

31.

32

33

34
35
36
37
38

39

40.

41

V'—2y'+2y=x+X
y'+4y=10e*
y'—6Yy'+9y=2xe>
y'+y=Xxsinx
y'—4y'—y=—2cosx+1sinx
y'-2y'+y=e'x
y'+2y'+5y=16e* +sin 2x
y''+y=secx
y'+y'+y=tanx
y'+2y'+y=e"cos X
y"'—4y'+5y=e*Inx
y"+y'=0

y®—y=0

Y9 +y'=0

YUY y'=0

.y —8y"+16y'—8y=0
LY +3yT+3y'+y =0

LYW +2y"+y=0

. y®-16y=0
y'—2y"—2y'+4y=0
-y +8y'=0
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42. y"'—7y"+8y'+10y=0
43. 2y By + 6y —2y=0
44. y© +18y® 1+81y"'=0
45. y® _3y® 13y —y"'=0
46. y'"'+y"+y'+y=0

47. v -y —4y'+ 4y =0
48. y'"'+6y"+12y'+8y =0
49, y"'+8y =0

50. y¥ +y"'—y =0

51. y® +y"+9y=e*

52. y —8ly=x"

53. y® —3y"'—4y=sinx

54. y*¥ —5y"+y=cos x

55. y"'+2y"+y=2x+4

56. y''+y—y'—y=2e""
57. y"'=3y"+3y'—y=x"¢*
58. y"'+8y=e"

59. y“¥ —5y" +4y =8cos x
60.y'"+5y" +4y'=4x? +2X

BAB 8
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SISTEM PERSAMAAN
DIFERENSIAL

PD yang dipelajari pada bab-bab sebelumnya adalah persamaan
yang hanya mengandung satu fungsi yang tidak diketahui. Akibatnya,
kita harus menyelesaikan satu PD yang mengandung satu fungsi yang
tak diketahui. Sementara itu, pada sistem PD terdiri dari beberapa PD
tunggal dengan beberapa fungsi yang tak diketahui dan diselesaikan
secara serentak (simultan). Pada sistem n (n>2) PD mengandung n

buah fungsi yang tak diketahui. Contoh sistem PD:
% =Yy

dt

dy

—— =-2X+3
dt y

dimana fungsi yang tak diketahui adalah x=x(t) dan y=y(t).
Sementara itu, t adalah variabel bebas.

1.
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Ada beberapa metode yang digunakan untuk menyelesaikan
sistem PD, diantaranya adalah metode eliminasi, metode matriks dan
metode transformasi Laplace. Dua metode yang pertama akan dibahas
di sini.

8.1 METODE ELIMINASI

Metode eliminasi adalah metode paling sederhana untuk
menyelesaikan sistem n PD dalam 7 fungsi yang tak diketahui. Semua
fungsi yang tak diketahui, kecuali satu buah fungsi yang tak
diketahui, dieliminasikan (dihilangkan) dengan cara menurunkan
persamaan yang diketahui. Persamaan yang dihasilkan dengan
eliminasi selanjutnya diselesaikan untuk satu fungsi yang tak
diketahui. Fungsi yang tak diketahui lainnya diselesaikan dengan cara
yang sama. Dengan kata lain, tujuan metode eliminasi ini adalah
untuk mengubah sistem n PD yang diberikan ke suatu PD tunggal
dalam satu fungsi yang tak diketahui dengan cara mengeliminasikan
fungsi-fungsi yang tak diketahui lainnya. Metode eliminasi sendiri
terdiri dari tiga cara, yaitu :

1. Eliminasi langsung
2. Menyamakan koefisien
3. Dengan menggunakan determinan.

Untuk memahami ketiga cara dalam metode eliminasi tersebut,
perhatikan beberapa contoh di bawah ini.

Contoh 8.1. Carilah penyelesaian dari sistem persamaan diferensial

dx
dt
dy

—~ =-2x+3 i
ot +3y (i)

y (i)
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Penyelesaian 1. Dengan menurunkan kedua ruas dari persamaan (i)
terhadap f, diperoleh

d’x _dy
dt> dt’

(iii)

Substitusikan persamaan (ii) ke persamaan (iii), diperoleh

d’x :
=—2X+3y. v
e y (iv)
Selanjutnya, substitusikan (i) ke (iv), diperoleh
2
d 2X =-2X+3 ax
t xt
atau
d’x _ dx
-3—+2x=0. v
dt> xt )

Dari persamaan terakhir ini terlihat bahwa salah satu fungsi yang tak
diketahui y, telah dieliminasi dari sistem. Persamaan yang diperoleh
adalah PD tunggal dalam satu fungsi yang tak diketahui x. Tepatnya
adalah PD linier orde dua homogen, yang penyelesaiannya telah
dibahas pada bab sebelumnya. Penyelesaian dari PD (v) adalah

x(t)=c,e' +c,e*.

Untuk mencari fungsi yang tak diketahui lainnya, y, gunakan
persamaan (i), yaitu

dx
y(t) =t c,e' +2¢c,e”.
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Penyelesaian 2. Gunakan operator D= %, dan operator D ini

dipandang sebagai variabel yang bisa bernilai konstan. Sehingga
sistem di atas dapat ditulis

Dx=y
Dy=—-2x+3y
atau
Dx-y=0 (1)
(D-3)y+2x=0. (i)
Kalikan persamaan (i) dengan D-3, diperoleh
(D—-3)Dx—(D-3)y=0. (iii)
Jika persamaan (ii) dan (iii) dijjumlahkan, diperoleh
(D —3)Dx+2x=0
atau
(D? - 3D +2)x=0

atau

d?x _dx .
-3—+2x=0. v
dt? xt ()

Dari persamaan terakhir ini terlihat bahwa telah diperoleh PD tunggal
dalam satu fungsi yang tak diketahui, yang penyelesaiannya sama
seperti pada Penyelesian 1 di atas.
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Penyelesaian 3. Metode eliminasi juga dapat menggunakan
determinan. Juga digunakan operator D = %, yang dapat dipandang

sebagai variabel yang bisa bernilai konstan. Tulis kembali sistem di
atas menjadi

Dx—y=0
(D-3)y+2x=0.
Definisikan
D
(A):‘2 D_3‘=D(D—3)+2,
Ax=‘o -1 ‘:0,
0 D-3
Ay —‘D 0‘ =0.
2 0

Menurut aturan Cramer, penyelesaian untuk x dan y adalah
A
_ M an y

T " ey

atau
(A)x=Ax dan (A)y=Ay.
Dengan memasukkan nilai-nilai (A), AX, Ay, diperoleh
(D(D-3)+2)x=0 atau (D?-3D+2)x=0
dan

(D(D-3)+2)y=0 atau (D?-3D+2)=0.
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Perhatikan bahwa, jika x dan y diselesaikan sekaligus akan muncul
empat buah konstanta sebarang, padahal seharusnya dua saja. Untuk
itu, cukup diselesaikan salah satu saja, misalnya diselesaikan PD

(D? -3D+2)x=0,
yang penyelesaiannya adalah
x(t)=c,e' +c,e”.

Penyelesaiannya untuk  y(t) dikerjakan sama seperti pada
Penyelesaian 1.

Contoh 8.2. Selesaikanlah sistem PD
dx  dy

—4x—y=¢' i
gt ) )
dx
—+3x+y=0. ii
” y (i)
Penyelesaian 1. Persamaan (ii ) diturunkan terhadap ¢, diperoleh
2
d 2X+3%+ﬂ:0. (iii)
dt dt dt

Selanjutnya, persamaan ( iii ) dikurangi persamaan (i ) dan ( ii )
diperoleh
d?x : ,
——+X=—€, I\Y
dt2 ( )

merupakan PD linier orde 2 non homogen. Penyelesaian dari PD (iv )
adalah

X(t)=c, cost+c,sint—ie".

Untuk mendapatkan y(t), diperoleh dari Persamaan ( ii ), yakni
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dx
t)=———3x
y(t) m

=—(-c,sint+c, cost—1e')—3(c, cost+c,sint—ie')
=(c,—3c,)sint—(3c, +c, )cost+2¢e".
Penyelesaian 2. Tulis kembali sistem PD di atas menjadi
2Dx+Dy-4x-y=et
Dx+3x+y=0
atau
2(D-2x+(D-1y=et (i)
(D+3)x+y=0. (ii)
Jika Persamaan (ii ) dikalikan dengan D -1, maka diperoleh
(D-1)(D+3)x+(D-1)y=0. (iii)
Selanjutnya, Persamaan ( iii ) dikurangkan Persamaan (i) diperoleh
[(D-1)(D+3)-2(D-3)]x=-¢t
atau
(D2+1)x = -¢t.

Seterusnya, penyelesaian untuk x(f) dan y(f) dikerjakan seperti
Penyelesaian 1 di atas.

Penyelesaian 3. Perhatikan kembali sistem PD
2(D-2x+(D-1y=et
(D+3)x+y=0.

Tulis
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o - 2(D-2) D-1
(A) = D+3 1

=2(D-2)—-(D-1)(D+3)
=—(D*+1),

et D-1
0 1

dan

Menurut aturan Cramer,

X=ﬂ atau (A)X=AX.
(A)
Sehingga,
-(D2+T)x=et
atau
D2+ 1)x=-et

Persamaan terakhir ini adalah PD linier orde dua non homogen
yang penyelesaiannya sama seperti Penyelesaian 1 di atas.

Contoh 8.3. Selesaikanlah masalah nilai awal
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122
%%=—3x+4y (i)

%%=—2x+3y (ii)

x(0)=-1 y(0)=3. (iii )

Penyelesaian. Dengan menurunkan kedua ruas dari (i) terhadap ¢

diperoleh

2
Ox_ 3%, 4% (iv)
dt dt  dt
Dengan menggunakan ( ii ) dan kemudian (i) lagi, diperoleh
d?x _ dx
—=—3—+4(—2x+3
dt? a V)
=—39§—8x+12y
dt
:—395—8x+3(9§+3xj
dt dt
=X,
atau
d?x
rEa x=0. (v)

Penyelesaian dari Persamaan ( v ) adalah
x(t)=ce'+c,e™. (vi)

Selanjutnya, dari (i) diperoleh
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dx
4y=—+3X
-

=ce'—c,e"+3(ce' +c,e)
=4c e +2c,e™.
Sehingga,
y(t)=c,e'+ic,e™. (vii )

Dengan menggunakan syarat awal ( iii ) dalam Persamaan ( vi ) dan (
vii ) diperoleh

ato=-1
1 —
a+t50=3,

yang jika diselesaikan utuk ¢; dan ¢; memberikan ¢ =7 dan c; = -8.
Akibatnya, penyelesaian dari masalah nilai awal di atas adalah

x(t)=7¢e'-8e™
y(t)=7e'-4e™.
Contoh 8.4. Carilah penyelesaian dari sistem

(D+1)2x+2Dy+3Dz=1(i)

Dx +2z=0 (i)
x -Dy -Dz=0. (iii)
Penyelesaian. Kalikanlah (ii ) dengan D, diperoleh
D2x + Dz =0. (iv)

Selanjutnya, tambahkan dua kali ( iii ) pada (i) dan kurangkan (iv ),
diperoleh

2D+3)x=1. (v)
Penyelesaian dari PD (v ) adalah
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3t/2
xe3“2:%j e Tdt = %e3“2+c1

atau
—3t/2
X(@t)=3+c e
Dari (ii),
z=-Dx
3 a2
z(t)= —cy e
=2
Dari (iii ),
Dy=x-Dz
:%+Cle_3t/2 +%C1 e—3t/2
=it+Lc e 2,
Akibatnya,
y(t)=[ (3 +¥c e dt
=it-Lc e % +c,.
Soal Latihan

Untuk soal Nomor 1 sampai 5, carilah penyelesaian umum dari sistem
PD dengan menggunakan 3 cara.
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ﬂ=2x+ y+2t
dt

3. (D-2)x+Dy=t
(2D -1)x+3Dy=¢"

4. Dx+2(D-1)y=sint
2Dx+ (D + 2)y=cost

5. Dx+(D+1y=1
(D+2)x+(D-1)z=1
(D+1)y+(D+2)z=0

Untuk soal nomor 6 sampai 10, carilah penyelesaian dari masalah nilai
awal:
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6.95:4x—
dt
dy
—=2X+
dt y
x(0)=1, y(0)=3
7.95:4x—y+3ezt
dt
9X:2x+y+2t
dt

5 47
X(0)=——, 0)=—
O=-1r. ¥O)=7
dx

8. —=3x-2y+2t’
dt
dy
—=5X+y-1
a Y
x(0)=0, y(0)=1
9.g§:x+t
dt
EX:2x+y+2t
dt
1 1
X(0)=——=, y(0)=—=
(0) 5 y(0) 2
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10. %:x+ 2y
dt
dy
_:4X_
dt y

x(0)=1, y(0)=1

11. Misal sistem

dNy _ 4N, 6N,
dt
dN _gn, ~10N,
dt

menyatakan dua populasi yangberlomba, dengan N, sebagai populasi yang diinginkan
dan N, sebagai suatu parasit.HitungpopulasiN, (t)dan N, (t) padasetiap t.

8.2 METODE MATRIKS

Metode matriks digunakan untuk menyelesaikan sistem PD
dengan koefisien konstan. Metode ini melibatkan nilai eigen dan
vektor eigen. Untuk itu, sebelum membahas metode matriks lebih
lanjut, diberikan terlebih dahulu definisi nilai eigen dan vektor eigen.

Definisi: Misal A adalah matriks berorde n x n. Bilangan A € R disebut nilai
eigen dari matriks A jika terdapat vektor taknol x € R" sedemikian hingga
berlaku

Ax=Mx. 8.1)

Vektor taknol x disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A.

Untuk mencari nilai eigen A, ubah Persamaan (8.1) menjadi
Ax-Ax=0,atau (A-A)x=0.
Supaya x taknol, haruslah
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|A-21|=0.

Persamaan |A—ll|=0 disebut persamaan karakteristik. Jadi, nilai

eigen A adalah akar-akar dari persamaan karakteristik.

Contoh 8.5. Carilah nilai eigen dan vektor eigen dari matriks.

AZ[—Zs 3

Penyelesaian.  Misal 1 adalah nilai eigen, maka persamaan
karakteristiknya adalah
2 1 10
-4
-3 6 01

2-4 1
-3 6-4
=1*-81+15=0,

A=Al

atau
(1-3f1-5)=0.
Jadi, nilai eigennya adalah A, =3dan A, =5.Selanjutnya dicari vektor

X
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A, dan A,.Misal x,= [XlJ
2

adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A,, maka

berlaku
2 1Y\ x _3 X,
-3 6/ X%, X,

atau
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-X, +X,=0
-3x,+3%, =0

terlihat bahwa X, =X,. Dengan memilih X, =X, =1, diperoleh

1
vektor eigen x1 - (J _

V
Misal x> - ( 1] adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai
Va

eigen A,, maka berlaku

atau
-3%, +X, =0
—3%, +3%, =0.

Terlihat bahwa X, =3X;. Dengan memilih X,;= 1, diperoleh X,= 3,

1
sehingga vektor eigen x,= [3) :

Sekarang, pandang sistem n PD linier orde satu homogen
dengan koefisien konstan, yang mempunyai bentuk umum

dx,
Ezaﬂ X +a, X, .. +ay, X,
dx,
—2321X1+8.22 X2 +...+a2n Xn
dt

dx,
B X B Xo et By X,
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Sistem ini dapat juga ditulis dalam bentuk matriks

dx,
dt a; Q, - 4, X
dﬁ _ Ay 8y vt Ay, X,
O A
d)'(n anl an2 T a‘nn Xn
dt
atau
X'=Ax,
8.2)
dimana
d
dt a; Q, - 4, Xy
dX2 a a ..~ a X
X' = E A= 21 22 § :2n dan x= E2
dxn ay a, - A, X,
dt
Jika n =1, sistem (8.2) tereduksi menjadi PD tunggal
dx
—=ax,
dt

yang mana penyelesaiannya adalah X (t)=ce®'. Berdasarkan hal ini,
akan dicoba suatu penyelesaian dari sistem (8.2) yang berbentuk

x=ve", (8.3)

dimana eksponen A dan vektor konstan v akan ditentukan.
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Turunkan Persamaan (8.3) terhadap t dan substitusikan ke Persamaan
(8.2), diperoleh

A vet'= Ave’. (84)
Jika kedua ruas pada Persamaan (8.4) dibagi dengan e*', diperoleh

Av= 1o (8.5)

Persamaan (8.5) ini sama seperti Persamaan (8.1). Dengan demikian,
Persamaan  (8.3) adalah solusi sistem (8.2) jika A4 adalah nilai eigen
dari matriks A dan v adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan
nilai eigen A .
Berdasarkan nilai eigen dari matriks A, ditinjau dalam tiga
kasus, yakni :
1. Semua nilai eigen dari matriks A real dan berlainan.
Misal 4,,4,,...,4

dari matriks A, dan vy, v, ..., v, adalah vektor-vektor eigen yang
Maka

, adalah nilai-nilai eigen real yang berlainan

bersesuaian dengan nilai eigen A,,4,,...,4,.
penyelesaian umum dari sistem (8.2) adalah

A4t Ast Agt
xt)=cvi € +oue’? +..+ cvg e

2. Matriks A mempunyai nilai eigen kompleks.

Karena A adalah matriks real, jilka A dan v pasangan eigen
kompleks, maka konjugate kompleks 4 dan V juga pasangan eigen.
Jadi solusi

X (t)=ve*' dan X, (t)=ve*!
juga konjugate. Oleh karena itu, kita dapat mencari dua
penyelesaian real dari sistem (8.2) berkaitan dengan pasangan A

dan A dengan mengambil bagian real dan imajiner dari X, (t) atau
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X,(t). Tulis v = a + ib, dimana a dan b real, dan A =y + iy,
dimana y dan u real. Sehingga diperoleh

x,(t)=(a+ib)e v !
=(a+ib)e” " (cospt +isinut)

=e’'(acosut —bsinut)+ie’” ‘(asinu t+bcos ut)
Jadi, vektor-vektor

ut)=e’”"(acosut —bsinut)
w(t) = e” ‘(asinut + bcos ut)

adalah solusi real wuntuk sistem (8.2). Selanjutnya, misal
A=y +iu, A,=y —iu adalah nilai-nilai eigen kompleks, dan
Ay, Ay, ..., A, adalah nilai-nilai eigen real dan berbeda. Misal
vektor-vektor eigen yang bersesuaian adalah v, =a+ib, v,=a—ib,

n

U3, Uy, ..., Un. Maka penyelesaian umum dari sistem (8.2) adalah
x(t)=c u(t)+c, w(t)+c,v,e**" +...+c v, e*".
3. Matriks A mempunyai nilai eigen kembar.

Misal A adalah nilai eigen kembar dari matriks A. Dengan kata
lain, nilai eigen A mempunyai multiplisitas 2, yakni A sebagai
akar kembar dari polinom karakteristik det (A - AI). Misal v
adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 4, maka
solusi sistem (8.2) berbentuk

x,(t)=ve*" .
Solusi lain adalah berbentuk
X, (t)=vte*",
yang jika disubstitusikan ke Persamaan (8.2) diperoleh
Avte*'+ve’'—Avte*' =0 . (8.6)
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Karena Persamaan (8.6) berlaku untuk setiap t, maka diperoleh

v=0.
Untuk itu, penyelesaian kedua dari sistem (8.2 haruslah
berbentuk
X, (t)=vte* ' +we*", 87)

Substitusikan Persamaan (8.7) ke Persamaan (8.2), diperoleh

Avter'+(v+Aw)et = A(vte*  +wet"). (8.8)
Dengan menyamakan koefisien-koefisien dari Persamaan (8.8)
diperoleh

(A- AD)v=0,
dan

A- AD)w=o.

Vektor w disebut vektor eigen tergeneralisir dari matriks A untuk
nilai eigen A . Penyelesaian umum dari sistem (8.2) adalah

X(t) =G, X1(t) +C, X, (t)

=c,ve*'+c, [vtet ' +we''].

Contoh 8.6. Carilah penyelesaian umum sistem

(11
X= X.
4 1

Penyelesaian. Mula-mula dicari nilai eigen 4 dan vektor eigen v

11
dari matriks koefisien A= (4 :J . Persamaan karakteristiknya

adalah
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11 10
|A-21|= -2
4 1 0 1

=1%-21-3=0,

yang akar-akarnya adalah A4 ,=3 dan A ,=-1. Jadi nilai eigennya

Vv
adalah 4 ;=3dan A ,=-1. Misal v1 = ( 1) adalah vektor eigen yang
VZ

bersesuaian dengan nilai eigen A ;= 3. Sehingga memenuhi sistem

Sl

atau -2 v1 + v2 = 0. Dengan mengambil v; = 1, diperoleh v, = 2. Jadi,

persamaan

1
vektor eigen v = ( j Selanjutnya misal v» = (
2 W,

Wl
adalah vektor

eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A ,=-1. Maka u»
memenubhi sistem persamaan

I+1 1 )(w) (O
4 1+1)\w,) (0)
atau 2 w1 + w2 = 0. Dengan mengambil w; = 1, diperoleh w> = -2. Jadi,

1
vektor eigen v; = ( 2}. Akibatnya, penyelesaian umum sistem

t)= 1 3t 1 -t
x()_cl(zje +cz(_2je :

adalah
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atau
x (t)=c e*+c, e,
x,(t)=2c,e*-2c, e™.

Contoh 8.7. Carilah penyelesaian umum dari sistem

C(-12 1

X = X.
-1 -1/2

~1/2 1

-1 -1/2

eigen dan vektor eigen dari matriks A. Persamaan karakteristiknya
adalah

Penyelesaian. Misal A = ( ] Selanjutnya dicari nilai

=) +h +5=0.

Dengan demikian, nilai eigennya adalah 4 ,=—3+i dan 4 ,=—3—I.

Substitusikan nilai-nilai 4, dan A , ke persamaan
—-1-1 1 vi)_(0
-1 -i-2)\yv,) (0)
yang berturut-turut diperoleh

(oo ()

v=|.|danwv= .

| —1
o-{Jo

Sehingga diperoleh
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X, (t):(_lije(—i—i)t ‘

Perhatikan bahwa,
1 —Lii
Xl(t):(Je( 2 s
i
AN -
=| . |e”2 (cost+isint)
i
(e cost N e /% sint
—e " sint e cost |
Dengan demikian,

u(t)= e co.st ,
—sint

w(t)=e sint .
cost

Akibatnya, penyelesaian umumnya adalah
X(t)=c, u(t)+c, w(t)

.,/ cost . (sint
=cle‘4 ) +cze‘4 )
—sint cost
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Contoh 8.8. Carilah penyelesaian umum dari sistem

x:ﬁ ;JK

Penyelesaian. Untuk memperoleh nilai eigen dan vektor eigen,
caranya sama seperti pada contoh 6 dan 7. Yakni, nilai eigen 4 =2 dan

1
J . Sehingga solusi pertama adalah

vektor eigennya v = (

1
x,(t)=c,ve’! :cl( Je“.

Solusi kedua berbentuk
X, (t)=c,[vte*" + we*'].
. Wl .
Untuk mencari vektor w = , perhatikan bahwa w harus

W,
memenuhi persamaan

(A- Al w=1,

[ D H)

Diperoleh persamaan - wr- w2 = 1. Pilih wn = 0, diperoleh w, = -1,

atau

0
sehingga diperoleh w= ( J . Solusi kedua berbentuk

X, (t)=c, |:(_1:Jte2t + (_Ol]eztj| '

Jadi, penyelesaian umum sistem adalah
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X(t)=x, (1) + %, ()

s3]
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