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ABSTRAK

Pemodelan sistem dinamik dalam real-time sangat penting dalam kcma} uan rckm:lfn:lg:l otomatis yamng bcrfzcmbang pesat saat ini,

seperti metode perencanaan sistem robotic. Artikel ini nren}efd&kaﬂ sistem dinamik benda tegar Jengan kendala non-holonomik

pada ruang konfigurasi R’ XS0O(3). Metode yang digunakan adalah Motion Planning Network dan simulasi num“ dengan

kumpura.ﬂ_ﬁ.ﬂ&a Jyang dapar Jlguna&an untuk sistem benda non-holonomik Jyang bfigeiak secara real-time u’rngan Pendekatan

Jellet Invarian {]I). Pendekatan ]I dapat menghasilkan persamaan sistem gerak dan mengevaluasi simulasi model benda dengan

kendala non holonomik dan Juga mmampiﬂzan hasil ektperimen dinamika benda tegar dalam ruang &Dn_ﬁgurasl R2X50(3).

Sistem gerak benda dengan kendala non holenomik yang digunakanadalah Tippe top (TT). TT adalah mainan yang mirip seperti

Jasing yang }u‘ia Lflpu[ar ujapm membalik sendiri Lﬁ:'rrgan ba[aﬂgn}'a..ﬂﬂ?uhs telah m{’ﬂ)'c'.llc'.sm&an dinamika BEIG& TT secara real-

time u’rn‘gan syarat awal bervariasi Fau’a ruang &uﬂﬁguras: RZKSO(?').DJDGHH&G TT dalam ruang kunf:gurasl RZXSO(3) telah

dimedelkan menggunakan gra_ﬁk ufengan cara mempred:lks: gera& TT dalam syarat awal Jyang bervariasi untuk bfrba‘ga:l sudut

elevasi saat awal diputar dengan komputasi berbasis Maple 18.

Kata Kunci: Kendala non holonomik; Dinamika; Ruang Kenfigurasi: Tippe Top (TT).

ABSTRACT

[Title: Modelling Dynamics of Tippe Top (TT) with non-Helonomic Constraints on the Configuration Space

RZXSO(:"))[ Reliable real-time nn:u.ljeﬂ:lng prr ui}'nam:lc systems Is crucial in wuja’l"s IHPIL”"I' grou'm‘gemmamu’ ecasystem, such as the

environment and methods y-‘nfannmg a rohatic systen. This paper describes the i'l‘glilul Llil'rmm:lfs system with non-holonomic constraints on

the RZxS0(3) configuration space. The method used is the motion planning network and numeric treatment using physics computation

which can be used for non-holonomic object systems that move in real-time with Jellets Invarian ([1) approach. The JI approach can result in

a motion system equation and evaluate the model E{ an Db}ecr with non-holonemic constraints and also u’:.s‘p.fa’r expert mental results _fur

navigation in the R2X50(3). configuration space. The nwn system with non-holonomic constraints used is Tippe top (TT). TT isa toy

like a top which when rotated will flip itself with its stem. The author succeeded in describing the dynamics of TT motions in real time with

the initial conditions that have been determined with various coordinate m the R2X50(3)c013ﬁ3uration space.

Keywords: Non-helonomic constraints; Dynamics; Cu{rf]‘gumn on space; Tippe top (TT).

PENDAHULUAN

Mckanika geometri adalah  studi  fisika,
matematika dan teknik, yang berisi banyak topik
penelitian, Banyak ide dan perkembangan dalam
mekanika geometri telah berperan dalam disiplin
ilmu lain untuk menangani masalah praktis [1].
Mckanika geometris terapan dapat ditemukan di
berbagai  bidang  seperti robotika, dinamika
kendaraan, dan gerak lokomotif pada berbagai gerak
hewan yang melibatkan mekanika non-holonomik
12].

Fenomena  berputar,  tergelincir  dan

menggelinding, hambatan holonomik pada

permukaan datar, dengan gesckan pada titik kontak,
telah dipelajari selama lebih dari satu abad, dan
memang persamaan yang mengatur perilaku telah
dikenal sejak karya Euler . Oleh karena itu, dapat
dipikirkan bahwa tidak banyak lagi yang bisa
dikatakan tentang masalah yang sangat klasik ini.
Namun yang mengejutkan, semua perlakuan yang
memperhitungkan slip dan gesekan pada titik kontak
yang telah kami lacak [3—7] membuat asumsi bahwa
bagian permukaan tubuh yang membuat kontak
dengan meja adalah bola. Ini mungkin perkiraan
yang baik dengan mempertimbangkan stabilitas

putaran terhadap vertikal, atau wuntuk puncak
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dengan titik tajam yang dapat didekati secara lokal
oleh belahan bumi, atau untuk benda hampir bulat
yang distribusi kerapatannya sedemikian rupa
sehingga pusat -massa dipindahkan sepanjang sumbu
simetri dari pusat volumenya, tetapi jelas gagal
untuk menggambarkan perilaku benda seperti bola
ketika sumbu simetri dicondongkan pada sudut
sembarang terhadap vertikal. Dalam situasi seperti
itu, asumsi kebulatan jelas tidak dapat diterima.
Pendekatan awal untuk masalah ini secara singkat
dijelaskan oleh [8-10]. Di bawah pendekatan Eular-
Lagrange ini, ditemukan bahwa produk skalar dari
momentum sudut dan vektor dari pusat massa O ke
titik kontak P adalah konstanta gerak. Konstanta ini
pertama kali diperoleh untuk kasus spherical-Bfipe
top oleh Kilin AA dan Pivovarova EN (2020), Bou-
Rabee NM, Marsden JE dan Romero LA (2004),
Lewis AD (2017) [11-13]. Ini telah memainkan
peran kunci dalam beberapa analisis tippe top yang
telah diterbitkan [3,14]. Fakta bahwa invarian Jellett
masih  tetap invarian untuk benda  arbitrer
axisimetris di bawah pendekatan Eular-Lagrange,
dan fakta itulah yang menyebabkan penyederhanaan
masalah yang mendalam.

Namun, penelitian mereka tidak
menganalisis solusi numerik untuk benda asimetris
dengan kendala holonomik. Sistem non-holonomik
diperkenalkan dalam meckanika oleh Ariska M,
Akhsan H dan Muslim M (2020a), Lewis AD
(2017), Ariska M, Akhsan H dan Muslim M (2020b)
[2,13,15], yang berarti bahwa sistem mengalami
kendala yang membatasi kecepatan partikel sistem
lam ruang konfigurasi [16]. Kendala adalah
kondisi yang membatasi gerak suatu sistem mekanis
schingga mengurangi  derajat kebebasan [17].
Kendala holonomik sclalu melibatkan kecepatan
sistcnﬂan dapat ditulis dalam bentuk derajat satu
[6]. Kendala tersebut terdapat pada ruang
konfigurasi dan tidak mengurangi derajat kebebasan
serta membatasi pergerakan sistem dalam ruang
konfigurasi dan momentum [15]. Sistem terscbut
dapat digambarkan dengan keragaman (manifold),
yaitu upaya membangun koordinat suatu ruang
dalam bentuk kumpulan titik, garis atau fungsi [18].
Ruang konfigurasi yang digunakan berupa grup Lie,
maka untuk mencari kendala teori grup dapat
digunakan, namun dalam penelitian ini hanya perlu
menggunakan perhitungan diferensial [19-22].

Kendala  non-holonomik  diatur  oleh
persamaan dinamis yang bergantung pada turunan
waktu dari ruang konfigurasi sistem [12,22,23].
Kendala tersebut muncul di banyak aplikasi, mulai
dari navigasi mobile robot hingga needle steering
dalam operasi robot [24]. Untuk menggeneralisasi,

itu datang dalam kasus di mana ruang kontrol sistem
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berdimensi  lebih  rendah  daripada  ruang
konfigurasinya. Misalnya, pada robot seperti mobil,
input kontrolnya adalah kecepatan linier dan sudut,
sedangkan konfigurasi atau ruang gerak robot adalah
tiga dimensi. Akibatnya, lintasan yang layak di ruang
konfigurasi robot mungkin tidak layak schubungan
dengan dinamika sistem [5,25]. Dalam makalah ini,
dinamika yang dianalisis adalah dinamika pergerakan
Tippe Top (TT) di ruang konfigurasi R2xSO(3). TT
sebagai bola simetris aksial yang menggelinding dan
meluncur pada permukaan R2xS0(3)berdasarkan
metode reduksi Jellet Invarian (JI) yang merupakan
solusi persamaan gerak benda tegar.

Persamaan gerak tidak dapat diintegrasikan
dan sulit untuk dianalisis. Sebuah TT adalah contoh
sederhana dari sistem gerak lokomotif dengan
kendala non holonomik, tetapi studi mekanik tidak
sepele dan tidak kompleks [15,16]. TT adalah
mainan berbentuk bola terpotong dengan pasak
kecil. Ketika mainan diputar pada bagian bulatnya
pada permukaan datar atau permukaan bagian dalam
tabung, mainan akan mulai terbalik untuk berputar
pada pasaknya [7]. Kami akan mendekati pemodelan
dari perspektit Jellet Invarian (JI) terkontrol, karena
J1 adalah salah satu cara untuk mengekspresikan
energi sistem dengan kuat [27]. Selain itu, Jellet
Invarian adalah sistem dinamis yang dapat
digambarkan  dengan  serangkaian  persamaan
diferensial. Dalam makalah ini, persamaan gerak TT
diturunkan melalui metode ]I dengan perhitungan
fisika berbasis Maple 18.

Sistem dengan kendala non-holonomic dapat
disembunyikan dengan membuat atau memilih salah
satu koneksi Levi-Civita  [4,28]. Tujuan
menyembunyikan kendala adalah untuk
menghilangkan pengali Lagrange dalam persamaan
gerak, Makalah ini merupakan upaya untuk lebih
memahami sistem dengan kendala non-holonomik
dari sudut pandang mekanika geometri, yang
menganaaﬁ masalah gerak geometris [15,19,29].

Gerak benda yang dibahas dalam penelitian
ini adalah gerak TT. Mengingat gerak TT
merupakan contoh gerak benda yang dapat bergerak
secara translasi dan rotasi [6,30]. Dalamn:buah
penelitian  penelitian tentang TT telah berhasil
memecahkan persamaan dinamika TT terbalik pada
bidang datar sambil menggambarkan persamaan
gerak menggunakan fisika komputasi [31]. Analisis
sistem dinamis yang kompleks dan rumit yang
beroperasi pada bidang datar dan bola pada saat yang
sama dengan dan tanpa gesckan telah diselesaikan
dengan baik oleh Persamaan Poincare.

Dinamika TT di ruang konfigurasi R2x
§0(3)dengan bantuan komputasi fisika. Penyelesaian
persamaan ini tidaklah mudah, karena konfigurasi
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ruang yang akan dilalui oleh TT merupakan bidang
lengkung yang lgniliki variabel koordinat bola dan
koordinat TT yang bergerak menggunakan tiga
sistem koordinat, sehingga jumlah koordinat umum
adalah yang harus diselesaikan adalah enam
koordinat umum, yaitu dua koordinat translasi dan
tiga koordinat rotasi [15,17]. Selain itu, peneliti juga
menganalisis dan memprediksi pergerakan TT
dengan gesckan dengan simulasi grafis secara real
time.

Masalah yang dipecahkan dalam penelitian ini
adalah bagaimana menganalisis gerak TT dalam
mcnggunaka jaringan

perencanaan gerak dengan Metode JI. Penelitian ini

komputasi dengan

menerapkan  teknologi  dalam  menyelesaikan
persamaan umum sistem gerak dalam ruang tiga
dimensi. Mengingat semakin berkembangnya ilmu
pcngcuan dan teknologi dalam dunia pendidikan,
maka dinamika benda yang memiliki konfigurasi
ruang yang cukup rumit karena terdiri dari gerak
translasi dan gerak rotasi sangat rumit jika
diselesaikan  secara  manual. Penelitian  ini
merupakan solusi bagi dosen dan mahasiswa dalam
menyelesaikan  dinamika nampleks objek secara
menyeluruh dan tepat. Penelitian ini bertujuan
untuk menganalisis dinamika sistem meckanik pada
TT dengan kendala non-holonomik yang bergerak
pada ruang konfigurasi R2X50(3)mcnggunakan
komputasi fisika.

Persamaan gerak TT dengan menerapkan
teori grup dalam bentuk grup rotasi menggunakan
persamaan  Poincare pada bidang datar  telah
dirumuskan dengan perhitungan fisika [22,25].
Selain itu, penelitian sebelumnya tentang dinamika
sistem mekanik hanya diformulas@@in untuk TT
yang beroperasi pada bidang datar. Oleh karena itu
penulis tertarik untuk melanjutkan  penelitian
dengan merumuskan dinamika suatu sistem yang
memiliki gerakan yang lebih kompleks yaitu TT
yang dimainkan pada bidang lengkung berupa
permukaan pada bola dengan cepat dan tanpa
gesekan, Prediksi detail gerakan akan dianalisis
menggunakan komputasi fisika,

METODE

Penclittan ini merupakan kajian  teoritis
matematis yang dilakukan dengan  meninjau
beberapa pustaka tentang sistem mekanik pada kasus
TT yang telah dikembangkan sebelumnya dan
perhitungan matematis menggunakan komputasi
fisika khususnya berbasis Maple. Metode yang
digunakan adalah jaringan perencanaan gerak yang
dapat digunakan untuk sistem objek non-holonomik
yang bergerak secara real-time dengan pendekatan

Jellet Invarian (JI) |7]. Penelitian ini disusun dari
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perlakuan  Numerik dan menyajikan  hasil  dari

beberapa perhitungan berdasarkan sistem eksak,

doR N, OB N, .,
W—ZZW W‘Z"w’“ By
p=2 A=2 p=2

-X,R=0, p
=2,.,n. )

Makalah ini menggunakan metode adaptif
berdasarkan rumus diferensiasi numerik orde kedua
karena Reduksi Routhian [17,29] dan serupa dengan
vang dijelaskan oleh Jellet Invarian (JI) [7,11].
Metode ini memiliki dua sifat yang diinginkan:
penerapan adaptasi langkah waktu yang mudah dan
kelonggaran sistem yang mungkin kaku. Untuk
sebagian besar proses, kami menggunakan toleransi
kesalahan relatif 107 [2,15,17,19]. Perhitungan
yang digunakan adalah Maple 18. Dinamika TT
diilustrasikan dengan jelas oleh Maple 18. TT
bergerak dalam ruang konfigurasi R2xS0(3).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Perhitungan  kendala  (konstrain)  TT
diselesaikan dcnan metode Jellet Invarian (]I).
Kendala adalah kondisi yang membatasi pergerakan
sistem mekanis yang mengurangi baik derajat
kebebasan maupun  jangkauan setiap derajat
kebebasan [23]. Skema dinamika TT dapat dilihat
pada Gambar 1 di bawah ini,

z
i x
T . i
4
4
nis
T
y b 4

Gambar 1. Skematik dinamika TT

Medan Vektor TT ada ruang knnl”lguraai]R2XSO(3)
didapat dengan menggunakan transformasi reduksi Jellet
Invarian (JI) Andaikan ada transformasi scbagai berikut,
x = ey (2)
Pada kasus sistem tanpa gesckan atau non-disipatif, nilai
persamaan | = —i: - Fadalah konstan[13]. Namun, Routh
melanjutkan penemuan ini dan membuktikan bahwa itu
bukan hanya sistem non-dissipatif. Sistem disipatif juga
memiliki konstanta] = —i.. F yang konstan . Dengan i..
adalah momentum sudut atas terbalik di pusat massa dan
T adalah vektor yang menghubungkan pusat massa dan
titik kontak pada permukaan. Di bagian atas scbaliknya,

22




JoP, Vol.7 No.1, November 2021 hal 20-25

ditemukan bahwa invarian Jellet atau konstanta Jellet
ditulis sebagai [32]

1= -L F2)
= I;(if + ¢ cos 8)(R cos 8 — a) + IHR sin?8 (3)

Sebuah TT bergerak di bidang datar memiliki ruang
konfigurasi RZxS0(3) Schingga, TT memiliki dua tipe
generator yaitu generator translasi dan generator rotasi.
Generator translasi mcnggambarka.n T br_-rgcrak pada
ruang konfigurasi RZ,

d d
Xx = al Xy = @ (4)

Sedangkan  generator  rotasi mcnggambarkan T

berorientasi pada ruang konfigurasiSO(3)

3
R9=£=y5—z@ (5)
p o 0 _ 0 0 ]
=3¢ "ox Yoz (6

a0

Ry=—=x——-y— 7
v 5 Yy Ve D
Persamaan ini dibuat lebih sederhana untuk
diselesaikan (Icng:m persamaan Poincaré yang didasarkan
pada reduksi Routhian, untuk mencari Lagrangian baru
yaitu Routhian, yang diungkapkan scbagai berikut:
R=T-U—1 or (8
= i )
Sehingga, didapatkan Routhian (R) pada TT didapat
schagai berikut, So,
1/ . , 2
R ==|16%+1sin? 8 ¢* +@ —mg(R
2 I3
—acos @)
B
- I——q.‘;cosﬂ By (9)
3
Dinamika TT lebih

menggunakan persamaan Poincare yang didasarkan pada

dirumuskan lanjut

reduksi Routhian ini. Hasil reduksi Routhian ini [4,33]

disubstitusikan  persamaan  dinamika  TT,  schingga
didapatkan scbagai berikut [1,34,35]
- !E(i + (Rl,b + aé}sin A cosdh

x - M('+Qsin@)(.‘2—ac059))

¥ M m y

g =|sing . Fyl

é %[c0591¢2+mga]—#lTle(R—acosQ)

i (—,uIF‘NIj'(a—RsinQ)—Z.’Qd)cosB)

cos ,_ . .
i (2¢El + p| Fy |2 +mgﬂ)

Dengan variabel luarnya adalah,
_ ma[cos H(Idjz sin? S+h§‘2}—|81ti) sin? H)
IFNI T I+ma?sin? B—pma sin 8{R—a cos &) x *
Solusi numerik dari persamaan gerak terbalik

untuk koordinat é(r),d;(r),ib(r),x(ﬂ,y(r) Dengan

kondisi awal TT dituliskan pada Tabel 1. Tabel 1

10)

menjelaskan syarat awal pada TT yang bergerak pada
ruang konfigurasi R2x50(3)

Table 1.5yarat awal TT
I=1=I I; m

i v R b
(Sr.cm',) (Sr.cm") (g) (cm) (cm)
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4 50 13 1.3 2.6

w

Nilai kondisi awal Dinamika TT dengan e(o)bchgum
dan heterogen ketika kecepatan untuk setiap koordinat
8(0) = $(0) = y(0) = (0) = %(0) =
¥(0) = Odapat ditunjukkan pada Tabel 2,

umum  adalah

Table 2. Kondisi awal dinamika TT saat input Maple 18

No a(t) B1 " Waktu TT

rad gmzrad/s membalik (s)
i o 2500 03 23
L2 02 2500 03 22
F3 03 2500 0.3 21

0.4 2500 03 21
. 0.5 2500 03 20
L6 06 2500 0.3 18

0.7 2500 03 18
. 0.8 2500 03 17
| E 2500 0.3 Tidak membalik

d

Grafik didapatkan dengan Komputasi fisik
(h:ngun .Mul)h: 18 berdasarkan svarat dan kondisi awal

pada Tabel 1 dan Tabel 2,

. | AN

BT

/ o

1 i w o u o ] 5 [ [t} ERR b it

E]

IgEL

T

] b

1]
]

u 15
i

u

<
|
|« |
L
~
w
L

=

Gambar 2. Grafik Dinamika TT pada Ruang
Konfigurasi ]R2><SO(3)(Icng:m nilai

A(0) bervariasi

Gambar 2 menunjukkan dinamika TT dengan
sudut clevasi () bervariasi dari 0.1 rad samapai 0.9 rad

saat  pertama  kali (t=0).
dinamikaTT dari awal berputar hingga membalik sampai

dimainkan Prediksi
berputar dengan batangnya dapat dilihat pada Gambar 2.
Pada grafik terlihat bahwa dari awal TT berputar sampai
membalik dengan stabil dan presisi tidak lebih dari 23
detik maka TT akan membalik sendiri secara perlahan,
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kemudian setelah@membentuk sudut 0.8 rad, maka TT
akan berputar dengan batang dan berputar dengan
mantap dan presisi. Berdasarkan Tabel 2, pada saat TT
bergerak pada konfigurasi  ruang R2xS0(3), sudut
kemiringan () mula-mula diputar dengan nilai sudut
0(0) = Osampai tidak lebih dari 0,8 rad, karena pada
saat @(0)=0,8 rad maka TT tidak akan membalik dan
berputar dengan batangnya.

Analisis keadaan  stabil sistem benda  tegar
diidentifikasi pada  Gambar 2. Penulis  terus
mr-nggunak:m model gr-f;(-k:m dalam Reduksi Routh
[15,29], yang memungkinkan perlakuan analitis. Analisis
ini akan membantu dalam interpretasi lintasan yang
(Iihitung dari  sistem yang m(:ngikul.i di  Rauch-
Wojciechowski 8, et. Al (2005) [7]. Lintasan ini dapat
dihitung baik untuk gesckan atau gesckan Coulomb;
seperti yang diakui oleh Ciocci MC (2012), Soodak H
(2002) [21,36] untuk kasus  spherical-tippe  top,
k:-l(-rg:mlung:m pada  parameter gr-f;r-k:m mungkin

diharapkan berbeda secara kualitatif dalam dua kasus ini.

Penelitian ini mengkaji dinamika benda non-
holonomik pada energi rendah clt-ngan maksud bahwa TT
hanya dianalisisbergerak di arena berupa R2xS0(3)atau
bidang datar yang dianggap cukup besar dari ukuran TT
dan penelitiandilakukan tanpa memperhatiksn keadaan
non-relativistik klasik,

KESIMPULAN DAN SARAN

Sistem  mekanik  dengan  kendala  non-
holonomik dalam ruang konfigurasi R2X50(3)dapat
dijelaskan dengan reduksi Jellet Invarian (JI), yang
merupakan sistem dinamika yang dapat dijelaskan
oleh satu set persamaan diferensial dan energi sistem
seperti yang dinyatakan dengan jelas. Berdasarkan
hasil penelitian sebelumnya pada objek sejenis, TT
diselesaikan dengan Persamaan Eular-Lagrange,
Persamaan Routhian Reduction dan Poincare.
Dalam penelitian ini dinamika dinamika TT berhasil
diselesaikan  dengan Jellet Invarian (JI) yang
merupakan turunan dari Routhian dengan bantuan
komputasierbasis Maple pada ruang konfigurasi
R2xS0(3).Penulis berhasil

dinamika gerak TT secara real time dengan kondisi

menggambarkan

awal yang telah ditentukan dengan berbagai
koordinat. Dinamika TT dalam ruang konfigurasi
RZXSO(3)dapat diilustrasikan menggunakan grafik
dengan memprediksi gerak TT dengan berbagai
sudut elevasi  ketika awalnya diputar dengan
komputasi.

Artikel ini dapat menambah pengetahuan
tentang teori mekanika geometri dan penerapannya
dalam  menganalisis  sistem  mekanik  untuk
perancangan taman bermain TT yang tcpat dan
memahami  gerak kompleks vang ada di alam.
Penelitian ini bermanfaat dalam merancang gerak

kompleks di bidang robotika dan dapat menjadi
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referensi untuk memahami kendala non-holonomik

dalam teknologi mekanik, khususnya robotika.
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