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Identifikasi genis Konik dan Kuadrik Berdasarkan Bentuk Matriks
A dan Elemen Matriks K pada Persamaan Kuadratik
Az + Kx + j=0

ﬁumA B. J. BANGUN, IRMEILYANA, DAN DERRY ALAMSYAH

Jurusan Matematika, Universitas Sriwijayva, Sumatera Selatan, Indonesia

INTISARL !Lm ik (irisan kerucut ) merupakan persamaan kuadratik dalam dua variabel yaitu @ dan y. Sedangkan kuadrik
merupakan persamaan kuadratik dalam 3 variabel, vaitu =, y, dan z. Kedna bentuk persamaan kodratik tersebut dapat
dinvatakan dalam notasi matriks, berbentuk @ Az + Kx + j = (I. Bentuk konik dan kuadrik dapat dikenali dari bentuk
matriks A dan elemen matriks K, yvang berhubungan dengan pola perkalian silang dan pasangan dari masing-masing
variabel pada persamaan kuasratiknya. Untuk dapat mengidentifikasi bentuk grafik persamaan kuadratik tersebut
dilakukan dengan penstandaran berdasarkan Teorema Sumbn Utama pada R? dan R®. Penstandaran bentuk dapat

melalui rotasi, translasi, atan gabungan rotasi-translasi menjadi system koordinat baru (dengan perubahan variabel).

Kara KunNCl: konik, kuadrik, Teorema Sumbu Utama.

Juli 2011

1 PENDAHULUAN

B entuk kuadratik ) dalam n variabel
L1, Ty, Ty

adalah suatu polinomial berpangkat dua dengan ben
tuk

n

Q:Zaﬁ:r.'f-i—E Z n;iririia; € R

i=1 1<i<j<n
atau dalam notasi matriks Q = 27Ar dengan » =
I
Iy
. dan A = (a;):i.7 = 1.2,....n adalah ma
Tn

triks simetrik. @ Bentuk merupakan suatu fungsi
dari R" ke K. Contoh suatu persamaan yang men
gandung bentuk kuadratik ini, adalah ax® + 2bzy +
ey +dr+ey+f =0 (dengan paling sedikit satu
nilai dari a,b,e tidak nol) yang dikenal sebagai per
samaan kuadratik dalam dua variabel (z dan y) atan
disebut juga konik (irisan kerucut). Selain itu juga
ar® + by’ 4oz’ +2dey+2exz+2fyz+gr+hy+iz+j =

(dengan nilai a,b, e tidak semuanya nol) disebut
persamaan kuadratik dalam 3 variabel (z,y dan z)
atau dikenal dengan p@@rmukaan kuadrik. Kedua per
samaan kuadratik ini dapat dinyatakan dalam notasi
matriks, berbentuk ¥ Az + Kz + j = 0 . Pada konik

b T
A= (a )_. T = (T) dan K = (d E) . Sedangkan
be Yy

(© 2011 FMIPA Universitas Sriwijaya

pada kuadrik

nd e T
A=|db f|,z=|y danK:(ghi)
e fr z

Konik dan permukaan kuadrik yang paling seder
hana terjadi jika konik dan kuadrik berada dalam po
sisi standar (berpusat pada pusat sumbu koordinat).
Jika permukaan kuadrik dipotong oleh suatu bidang,
mala bidang hasil irisannya berbentuk kurva disebut
trace hidang“-. Trace bidang ini merupakan bentuk
bentulk konik.

Konik-konik berbentuk elips, lingkaran, hiperbola
dan parabola merupakan konik non degenerate. Konik
selainnya disebut degenerate, yang didalamnya ter
masuk titik, suatu garis, pasangan garis (baik vang
berpotongan, maupun yang sejajar) dan himpunan
kosong (2, yang dikenal juga konik imajiner).

Sedangkan jenis kuadrik dapat berbentuk elipsoid,
bola, hyperboloid, dan paraboloid. Bentuk-bentuk je
nis konik non degenerate dan kuadrik ini mempun
yal persamaan umum yang tidak melibatkan perkalian
silang antar variabel. Adanya satu atau lebih pola
perkailan silang, yaitu pola perkalian silang zy pada
konik dan pola xy. rz, dan yz pada kuadrik, membuat
bentuknya sifit dikenali/diidentifikasi. Dalam hal ini
perlu dikaji bentuk matriks 4 dan elemen matriks
K dari persamaan kuadratik, sehingga bentuk konik
maupun kuadrik dapat dengan 'mudah’ diketahui.
Permasalahan yang dibahas adalah bagaimana mengi
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dentifikasi bentuk konik dan kuadrik dari persamaan
kuadratik dalam 2 dan 3 variabel dengan mengidenti
fikasi bentuk matriks 4 pada bentuk kuadratik =7 4z
dan elemen matriks K.

2 METODE PENELITIAN

Langkah-langkah dalam mengidentifikasi jenis konik
dan kuadrik serta merepresentasikan grafik persamaan
¢! Ar + Kz + j = 0 adalah:

1. Menuliskan persamaan kuadratik dalam bentuk
matriks.

2. Menentukan nilai eigen dari matriks A.

3. Mengidentifikasi bentuk matriks 4 berdasarkan
tanda nilai-nilai eigen-nya.

4. Mengidentifikasi pengaruh elemen matriks K.

. Mengidentifikasi bentuk konik/kuadrik dengan
menghubungkan tanda konstanta dan bentuk ma
triks A dengan persamaan bentuk kuadrik dalam
posisi standar.

3 HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Identifikasi Jenis Konik (Irisan Kerucut)
pada z? Az + Ko+ f =0

Bentulk-bentuk dari persamaan konik az® + 2bzy +
ey? +dz+ey+ f = 0 (dengan paling sedikit satu nilai
dari a, b, e tidak nol) nen degenerate pada posisi stan
dar (berpusat pada O(0,0)), tidak mengandung pola
perkalian silang (nilai b= (). Bentuk konik non degen
erate yang berpusat di (0,0) mempunyal persamaan
kuadratik dengan A merupakan matriks diagonal (de
ngan elemen diagonalnya adalah a dan ¢ yang tidak
semuanya nol) dan K = () untuk persamaan ellips dan
hiperbola.

Untuk K # 0, untuk persamaan ellips dan hiperbola
dilakukan proses translasi. Dalam hal ini nantinya di
hasilkan persamaan konik dalam posisi standar dengan
sistem koordinat baru.

Sedangkan untuk persamaan parabola yang ‘ber
pusat’ di (0.0), satu dari nilai a dan ¢ bernilai nol.
Jika o = 0, maka e # 0 dan jika ¢ = 0, maka d # 0.
Dalam hal ini K # (.

Persamaan kuadratik dalam = dan y yang tidak
mempunyal pola perkalian silang (b = 0) atan A
merupakan matriks diagonal dan dengan K = 0 (un
tuk ellips dan hiperbola) dapat diidentifikasi bentuk
koniknya dari jumlah tanda nilai-nilai dari a, e, dan
konstanta (yang positif, negatif, dan yang nol), de
ngan nilai a dan ¢ ini merupakan nilai eigen dari A.

Selanjutnya untukK # 0, terjadi perubahan vari
abel melalui proses translasi, yaitu menjadi a(z +

,URNAL PENELITIAN SaiNs 14 3(A) 14301

ﬁ)z +oely+ )7+ r'dQ: 0 :—I}tau f?:rrr2 + r.'yu:— | =

ey T . T = x+ 5 dan
..r,lr = y + 5 Berdasarkan proses translasi ini bentuk
konik berada pada posisi ‘standar’ dengan persamaan
konik az? + {‘”'2 + | = 0 yang pusatnya berada pada
(75: 7_;*,) .

Sedangkan untuk b yang tidak bernilai nol, perln

0; dengan | = f —

memperhatikan nilai-nilai eigen dari A. Berdasarkan
Teorema Sumbu UtamaR®, proses untuk mempresen
tasikan bentuk konik yang mengandung pola perkalian
silang secara grafik dapat melalui proses rotasi yang
mungkin juga diikuti dengan proses translasi (untuk
K#0).

Adapun prosedur untuk mengidentifikasi bentuk
konik yang dirotasi dari posisi standar sebagai berikut:

1. Menentukan polinomial karakteristik dari 4.

2. Menentukan nilai-nilai eigen (A; dan Ay) dan
vektor-vektor eigen (z; dan x,) padanannya.

3. Ortonormalisasi vektor-vektor eigen dari A.
Karena x; € R%i = 1,2 ., maka tentukan vek
tor satuan dari x;(menjadi u;)

4. Membentuk matriks p = (ul Hz)

5. Menentukan det(£) dan sudut # Jika det(P) = 1,
mala P mempresentasikan suatu rotasi melalni
sudut # . Jika det(P) = —1, maka lakukan per

tukaran terhadap 2 kolom pada matriks P, se
hingga det(£) = 1.

6. Pengubahan sistem koordinat, dengan mensubti

tusi X = PX', dimanaz’ = (:T’) danz = (:].):
] ]

sehingga didapat ) = Ayz'2 + Ayy'2

7. Subtitusikan = = Pz’ ke persamaan kuadratik,
sehingga persamaan konik menjadi @ + KPr +
f = 0 pada sistem koordinat ;1.'f,r,ir (dan koordinat
:1.'”};” , jika dilanjutkan dengan translasi (apabila

K #0).

Matriks P mendiagonalisasi ¥ Ax secara ortogonal,
sehingga menjamin transformasi koordinat yang or
togonal, yang merupakan suatu proses rotasi. Hasil
dari rotasi ini adalah persamaan konik yang tidak
mengandung pola perkalian silang.

Proses translasi atau rotasi ataupun proses rotasi

yang dikuti dengan proses translasi menghasilkan per
samaan konik dalam posisi standar pada sistem koor
dinat yang baru.

Untuk K # 0 terdapat paling sedikit satu pasan
gan dari =% dengan 2 atan pasangan y 2 dengan y'

14301-2
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. Proses penentuan persamaan konik dilanjutkan de
ngan proses translasi, sehingga persamaan kuadratik
menjadi:

/\1;1.'rr2 + /\gy“z +f=0

atau Az 2 + Agy 2 konstanta.
Akan tetapi untuk konik berupa parabola proses
translasi ini tidak terjadi.

3.2 Identifikasi Jenis Kuadrik pada
T A+ Ke+3j=0

Suatu persamaan kuadratik
ar’ +by62+cz  +2dry+2ec24+2fyz+gr+hy+iz+j = 0

dengan nilai a, b, ¢ tidak semuanya nol, atau berbentuk
Az + Kz +j =0,

Persamaan kuadrik berada pada R®, dan pusat
kuadrik berhubungan dengan bidang-zy, bidang-yz,
bidang-zz atau bidang-bidang yang sejajar dengan
salah satu bidang tersebut. Bentuk persamaan
kuadrik dalam posisi standar tidak mengandung pola
perkalian silang (nilai b = 0). Bentuk kuadrik ellip
soid, hiperboloid dan kerucut elliptik yang berpusat
di (0,0,0), mempunyai persamaan kuadratik dengan
A merupakan matriks diagonal (dengan elemen diag
onalnya adalah a, b, dan ¢ yang tidak nol) dan K = 0.

Untuk K # 0, untuk ellipsoid, hiperboloid dan keru
cut elliptik dilakukan proses translasi. Dalam hal ini
nantinya dihasilkan persamaan kuadrik dalam posisi
standar dengan sistem koordinat baru

Sedangkan untuk bentuk paraboloid eliptik dan
praboloid hiperbolik yang "herpusat’ di (0,0.0), satu
dari nilai a, b, dan ¢ bernilai nol dan dua dari nilai g, k.,
dan i bernilai nol. Nilal elemen K yang tak nol bers
esuaian dengan satu dari nilai a, b, ¢ yang nol (variabel
sama).

Persamaan kuadratik dalam =,y dan 2z yang tidak
mempunyai pola perkalian silang (d = e = f = 0) atau
A merupakan matriks diagonal dan dengan K = 0
(untuk ellipsoid, hiperboloid dan kerucut elliptik),
dapat diidentifikasi bentuk kuadriknya dari jumlah
tanda nilai-nilai dari a, b, ¢, dan konstanta (yang posi
tif, negatif, dan yang nol), dengan nilai a,b dan ¢ ini
merupakan nilai eigen dari A.

Untuk K # 0 terjadi ppruhdhan variabel melalui
proses I‘I’rln‘alrl‘al men]dd1 ar? + bu +ez?+1=0 :
dengan r = +T”_r} =y + )n dan 2 = ::+._,‘7_.
sehingga hentul{ l{llddl‘ll{ pada posisi ‘standar’ pada
sistem koordinat baru dengan pusat kuadrik pada

(=25 —25: —20)-

Sedangkan untuk b yang tidak bernilai nol,
maka perlu memperhatikan nilai-nilai eigen dari A.
Berdasarkan Teorema Sumbu Utama £*, proses un
tuk mempresentasikan bentuk konik yang mengan
dung pola perkalian silang secara grafik dapat melalui

,URNAL PENELITIAN SaiNs 14 3(A) 14301

proses rotasi yang mungkin juga diikuti dengan proses
translasi (untuk K # 0 ).

Prosedur untuk mengidentifikasi kuadrik yang diro
tasi dari posisi standar:

1. Menentukan polinomial karakteristik dari A.

2. Menentukan nilai-nilai eigen [ A7, Asdan A3 ) dan
vektor-vektor eigen (1, rs;dan ry) padanannya.

3. Ortonormalisasi vektor-vektor eigen dari A.
Karena z; € %1 = 1,2, 3, maka tentukan velktor
satuan darl z; (menjadi u; )

4. Membentuk matriks P = (ffl iy u;,)

4. Pengubahan sistem koordinat, dengan mensubti

]

r r
. I : '
tusi x = Pz ,dimanax = |y | danax = |y
.

&1
[+

, schingga didapat = Az + Ayy'2 + Agz 2.

6. Menentukan det(£) dan sudut # Jika det(P) = 1,
mala P mempresentasikan suatu rotasi melalui
sudut #. Jika det(P) = —1, maka lakukan per

tukaran terhadap 2 kolom pada matriks P, se
hingga det(£) = 1.

7. Subtitusikan z = Pz’ ke persamaan kuddrdril{
sehingga persamaan kuadrik menjadi Q+I§ Px
j = 0 pada sistem koordinat 3ru z (dan
koordinat- U z”: jika dilanjutkan dengan
translasi( K # 0)). Matriks £ mendiagonalisasi
v’ Ar secara ortogonal, sehingga menjamin trans
ft:rmdm koordinat yang ortogonal, yang meru
pakan suatu proses rotasi.

Hasil dari rotasi ini adalah persamaan kuadrik yang
tidak mengandung pola perkalian silang,.

Proses translasi atan rotasi ataupun proses rotasi
yang dikuti dengan proses translasi menghasilkan per
samaan kuadrik dalam posisi standar pada sistem ko
ordinat yang baru.

Matriks P merupakan himpunan wvektor-vektor
ortonormal yang bersesuaian dPngan nilai nilai eigen
terhehut whmggd didapat )\11 +)\;u +/\;;Zr2 -H]r +
hi,‘+l._ j—[]amurf-li +Ii£’.+j—[)lln
tuk K = 0 hanya terjadi proses r()l‘rlHl 'mng meng
hasill{an persamddn herlkut ' TAz + j = 0 atan
Alr + /\)U + A,,, +j = 0, yang dapat ditulis
Alr 24+ /\;u 24 )\;2 2 =konstanta

Namun untuk K # () maka terddpat paling sedikit
satu pasangan dari ;3.'r2 dengdn 22 atau pasangan
u ? dengan y atau z ? dengan z 25 . Proses penen
tuan persamaan kuadrik dilanjutkan dengan proses
translasi, sehingga persamaan kuadratik menjadi:

Al;rrr2 + A-j”“j + /\;;2”2 kostanta

14301-3
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Akan tetapi untuk kuadrik berupa paraboloid eliptik
dan praboloid hiperholik proses translasi ini tidak ter
jadi.

4 KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan sebelumnya dapat disim
pulkan sebagai berikut:

1. Jika ada pola perkalian silang, maka matriks A
didiagonalisasi, yang merupakan proses rotasi ter
hadap sumbu utama.

2. Jika terdapat minimal satu pasangan variabel
dari suatu persamaan kuadratik, maka proses
vang dilakukan adalah translasi.

3. Bentuk standar (tidak mengandung pola
perkalian silang dan tidak terdapat satu pasan
gan pun dari masing-masing variabel ) dapat
diidentifilkasi bentuk konik ataupun kuadriknya
berdasarkan tanda (positif/negatif) dari nilai
nilai eigen matriks A.

DAFTAR PUSTAKA

17 Anton, H. & C. Rorres, 2005, Aljabar Linier Flemenler,
Erlangga, Bandung
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Tager 1: Hubungan Bentuk Konik dengan Tanda Nilai Eigen dan Konstanta dari Persamaan Kuadratik pada Posisi

Standar
Jumlah Tanda Tanda Persamaan
No Nilai Eigen A Konstanta Kuadratik Bentuk Konik
+ Nol
1 2 0 0 Positif ax” + ey’ = konst Ellips(termasuk lingkaran jika a =c=r1)
2 2 0 1 Negatit ax? + cy’ = konst Konik imajiner Tidak memiliki grafik
3 2 0 0 Nol ax® + ey’ = konst Konik degenerate Berupa titik
4 1 1 0 Positif/Negatif ax® — cy’ = konst Hiperbola
3 1 1 0 Nol ax? — cy’ = konst Konik degenerate Berupa perpotongan
2 paris vang tegak lurus
6 1 0 1 Positif/Negatif/Nol ax? — ey = konst Parabola
atan cy® — dr = konst
7 1 0 1 Positif ar? = konst atan Konik degenerate
ey? = konst Berupa sepasang garis
8 1 0 1 Negatif = konst atau Konik imajiner
cy® = konst Tidak memiliki grafik
9 1 0 1 Nol ar? = konst atau Konik degenerate

cy” = konst

Berupa sebuah garis

TapeL 2: Hubungan Bentuk Konik dengan Tanda Nilai Eigen dan Konstata dari Persamaan Kuadratik Baru pada Posisi

'Standar’
Jumlah Tanda Tanda Persamaan
No Nilai Eigen 4 Konstanta Kuadratik Bentuk Konik
+ Nol
1 2 0 0 Positif )\12,'”2 -+ Azynz = konst Ellips (termasuk lingkaran jika A1 = A2 =)
2 2 0 (1 Negatif ).12:”2 + /\2.74‘”2 = konst Konik imajiner, Tidak memiliki grafik
3 2 0 01 Nol /\11.'”2 -0-/\2.1';“2 = konst Konik degenerate, Berupa titik
4 1 1 0 Positif/Negatif /\13:”2 +/\2y“2 = konst Hiperbola
b] 1 1 0 Nol Konik degenerate, Berupa perpotongan 2
garis vang tegak lurus
6 1 0 1 Positif/ Negatif )\13:::2 r::y: = konst atan Parabola
atau Nol Ay 2 d & =konst
7 1 0 1 Positif /\13:”2 = konst atan Konik degenerate,
/\1};”2 = konst Berupa sepasang garis
8 1 0 1 Negatif /\11:::2 = konst atan Konik imajiner,
My * = konst Tidak memiliki grafik
9 1 0 1 Nol /\11:::2 = konst atan Konik degenerate,
My ? = konst Berupa sebuah garis
Catatan:

i. Matriks A pada bentuk (1) sampai (3) merupalan matriks definit positif (semua nilai eigennya bernilai positif),
vang bentuk koniknya adalah ellips (termasuk lingkaran), konik imajiner dan titik,
tergantung pada tanda konstantanya.

ii. Matriks A pada bentuk (4) dan (5) mernpakan matriks indefinit, vang bentuk koniknya berupa hiperbola
dan perpotongan dua garis yvang tegak lurus, tergantung pada tanda konstantanya.

iii. Matriks A pada bentuk (6) sampai (9) mernpakan matriks semi definit positif (juga merupakan matriks singular)

vang bentuk koniknya berupa parabola, sebuah garis, konik imajiner dan sepasang garis
tergantung pada tanda konstantanya.
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Taper 3: Hubungan Bentuk Kuadratik dengan Tanda Nilai Eigen dan Konstata dari Persamaan Kuadratik pada Posisi
Standar

Jumlah Tanda Tanda Persamaan
No Nilai Eigen A Konstanta Kuadratik Bentuk Konik
+ Nol
1 3 0 0 Positif az® + by® + cz* = konst Ellipsoid (termasuk bola jika a = b= r )
2 2 1 0 Positif az® + by — cz* = konst Hiperholoid 1 potong
3 2 1 0 Negatif ax® + by* — ez* = konst Hiperholoid 2 potong
4 2 1 0 Nol az® + by’ — ez’ = konst Kerucut eliptik
B] 2 0 1 Positif/ Negatif/ Nol ag + by’ +iz =0 Paraboloid eliptik
(jika ¢ =0, maka i £0)
6 1 1 1 Positif/Negatif/Nol az® + by® + iz = 0 Paraboloid hiperbolik

(jika ¢ =0, maka i £0)

TaBeL 4: Hubungan Bentuk Kuadratik dengan Tanda Nilai Eigen dan Konstata dari Persamaan Kuadratik Baru pada
Posisi 'Standar’

Jumlah Tanda Tanda FPersamaan

No Nilai Eigen A Konstanta Kuadratik Bentuk Konik
+ Nol

1 3 0 0 Positif ).12:”2 + /\2.74‘”2 + )\:{z”2 = konst Ellipsoid

(termasuk bola jika o =b=r)

2 2 1 0 Positif ).11'”2 +)\gy”2 + )\;*2”2 = konst Hiperboloid 1 potong

3 2 1 0 Negatif )-12:”2 + /\2,7,'”2 + )\:{2”2 = konst Hiperboloid 2 potong

4 2 1 0 Nol /\11.'”2 + )\2]’;”2 -+ )\;*2”2 =10 Kerucut eliptik

b 2 0 1 Positit/NegatifNol /\13:”2 + )\gynz iz =0 Paraboloid eliptik

6 1 1 1 Positif/Negatif/Nol ).13:”2 + )\gyrrz + iz =0 Paraboloid hiperbolik

Catatan:

i. Matriks A pada bentuk (1) merupakan matriks definit positif (semua nilai eigennya bernilai positif),
yang bentuk kuadriknya adalah ellipsoid (termasuk bola)

ii. Matriks A pada bentuk (2) sampai (4) merupakan matriks indefinit, yang bentuk kuadriknya

berupa hiperboloid 1 potong, hiperboloid 2 potong dan kerucut eliptik, tergantung pada tanda konstantanyva
iii. Matriks A pada bentuk (5) merupakan matriks semi definit positif (juga merupakan matriks singular),
vang bentuk kuadriknya berupa paraboloid eliptik.

iv. Matriks A pada bentuk (6) yang termasuk dalam matriks singular dan bukan merupakan matriks
indefinit bentuk kuadriknya berupa paraboloid hiperbolik.
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