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KATA PENGANTAR  

 Buku ini disusun sedemikian rupa agar mahasiswa dapat memahami Mata Kuliah 

Metode Numerik. Dasar-dasar metode Numerik diberikan pada bab-bab awal dan 

selanjutnya berangsur-angsur dilanjutkan dengan aplikasi pada penyelesaian persamaan 

diferensial parsiel yang seringkali dijumpai dalam banyak hal seperti persamaan 

perpindahan panas, persamaan aliran dan sebagainya. Selain itu diberikan juga contoh 

program komputer dari setiap metode yang diuraikan. Dengan adanya program komputer 

yang dibuat dalam bahasa Turbo Basic maka diharapkan mahasiswa dapat memakai dan 

mengembangkan program komputer tersebut dan dengan harapan agar mahasiswa dapat 

menyelesaikan masalah-masalah dalam bentuk model matematik yang dihadapi dalam 

suatu sistem. 

 Penyusun berterima kasih kepada semua pihak yang telah membantu sehingga 

terealisasinya buku ajar ini. Namun demikian mungkin masih ada kekurangan-

kekurangan didalam penyusunan buku ajar ini. Oleh karena itulah penyusun 

mengharapkan saran demi perbaikan kualitas buku ini.  

      Palembang, Mei 2022 

                 Penulis 
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fi,j-1 – 2 fi,j + fi,j+1 =  
2

22

x

tc




( fi-1,j – 2 fi,j + fi+1,j)          (10-10) 

Persamaan (6-8) bisa ditulis : 

 fi,j+1 = - fi,j-1 + 2(1-  ) fi,j +  ( fi-1,j + fi+1,j)          (10-11) 

Dengan :   = 
2

22

x

tc




 

Dapat dilihat persamaam (6-9) bahwa bagian sebelah kanan berindeks j kecuali Fi,j-1. 

Yang berindeks j diberikan dari kondisi awal tetapi yang berindeks j-1 diberikan dari 

kondisi awal dalam bentuk turunan berikut  

 f ′ = 



t

f

t2
1

( fi,j+1 – fi,j-1) 

Dari hubungan diatas fi,j-1 digantikan dengan fi,j+1 - 2  tf ′       

Kalau dengan metode implisit digunakan turunan kedua berikut : 

 





































 1,
2

2

1,
2

2

,
2

2

2
1

jijiji
x

f

x

f

x

f
             atau  

���
����

�,�
= 


���� 
����
,��
 − 2��,��
 + ���
,��
 + ���
,��
 − 2��,��
 + ���
,��
�� 

       (10-12) 

Dengan memasukkan (6-9) dan (6-10) ke (6-7) maka didapatlah : 

2


  fi+1,j+1+ (1+  ) fi,j+1
2


  fi-1,j+1=2 fi,j +
2


( fi+1,j-1 – 2 fi,j-1 + fi-1,j-1)  

            (10-13) 

Persamaan (10-11) dapat kita cari bagian sebelah kiri dengan metode, misalnya, 

Eliminasi Gauss atau yang lainnya. 
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x fx,1 fx,5 fx,10 fx,15 

0 1 1 1 1 
0,05 0,9206 0,9446 0,9766 0,9965 
0,10 0,8382 0,8894 0,9535 0,9931 
0,15 0,7488 0,8349 0,931 0,9897 
0,20 0,6457 0,7817 0,9094 0,9865 
0,25 0,5141 0,7311 0,8891 0,9834 
0,30 0,3157 0,6848 0,8703 0,9805 
0,35 0,2275 0,6449 0,8532 0,9779 
0,40 0,1857 0,6126 0,8381 0,9755 
0,45 0,1672 0,5884 0,8248 0,9733 
0,50 0,1647 0,5721 0,8136 0,9714 
0,55 0,18 0,5632 0,8043 0,9697 
0,60 0,2264 0,5602 0,7968 0,9683 
0,65 0,3447 0,5615 0,7908 0,9671 
0,70 0,4067 0,5651 0,7862 0,9661 
0,75 0,4415 0,5692 0,7828 0,9653 
0,80 0,4595 0,5728 0,7802 0,9647 
0,85 0,4595 0,5752 0,7785 0,9643 
0,90 0,4595 0,5764 0,7773 0,9639 
0,95 0,4595 0,5767 0,7766 0,9638 
1,00 0,4595 0,5767 0,7764 0,9637 

 

10.4 Persamaan hyperbol 

Contoh persamaan hyperbol adalah : 

2

2

22

2 1
t

f

cx

f








  dimana c adalah suatu konstanta (10-9) 

Dengan metode eksplisit persamaan (6-7) didiskretisasi berikut : 

1 

 BAB 1. 

POLYNOMIAL DAN INTERPOLASI 

Sebagian besar fungsi dalam matematika tidak dapat dievaluasi dengan tepat 

dengan cara yang sederhana. Polynomial adalah bentuk yang paling sering digunakan 

untuk mengevaluasi suatu fungsi yang kontinu. Bentuk polynomial derajat n dalam 

aljabar yang telah kita kenal sebagai berikut : 

 Pn(x)  = ao +a1 x + a2x2 + a3x3 + …..+ anxn   Semua fungsi 

matematik yang kontinyu dapat didekati dengan bentuk polynomial diatas. Fungsi yang 

paling umum untuk semua persaamaan matematik.  Koefisien ao, a1, ..,an dalam polynomial 

harus diketahui agar bentuk polynomial tersebut dapat digambar. Contoh derajat satu :  

 P1(x)  = ao +a1 x 

Persamaan diatas adalah persamaan linier dan akan bisa digambar bila ao ,a1 diketahui. 

Bila diambil derajat dua maka :  

P2(x)  = ao +a1 x + a2x2 

 

 

Ini disebut persamaan tak-linier dengan ao ,a1 dan a2 sebagai koefisien persamaan dan 

untuk dapat digambarkan maka koefisien tersebut harus diketahui. 

Ambil, katakan pada titik j yaitu xj,  maka bentuk polynomial diatas ditulis  

 Pn(xj)  = ao +a1 xj + a2xj
2 + a3xj

3 + …..+ anxj
n  



2 

Untuk dapat digambarkan maka koefisien ao ,a1,a2,…,an harus diketahui dan oleh karena 

itu koefisien tersebut harus dihitung. Bila j = 0,1,2,…,n yang merupakan jumlah titik 

maka dapat ditulis dalam bentuk matrik berikut : 

Dalam bentuk matrik ditulis : 

 1 x0 ……  x0
n-1 x0

n a0       p0  

 1  x1 ……  x1
n-1 x1

n a1      p1  

 1 x2 …… x2
n-1 x2

n a2       =       p2             (1-1).. .. …… 

 .. .. ..     ...  

1 xn …… xn
n-1 xn

n an       pn      

Dari (1-1) dapat dihitung ao, a1, a2, a3,…, an. 

 Tinjau sejumlah n titik dalam bidang (xj, yj), dengan  j = 1,2,..., n, pada suatu nilai 

xjada polynomial derajat n-1 yang lebih kecil dari jumlah data yang mana kurvanya 

melalui titik tersebut. Palynomial tersebut mempunyai sejumlah n koefisien. Polynomial 

ini disebut polynomial interpolasi karena pada suatu titik xj menghasilkan suatu data atau 

: 

 P(xj) = yj  ;   j = 1,2,..., n 

Contoh : 

Cari polynomial derajat dua yang melalui titik (xi,pi) berikut : 

i x p 

0 0 1 

1 1 4 
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    f(0,j)=1 
 next j 
 it=0 
10 it=it+1 
 for j=1 to n-1 
    for i=1 to m 
    a=dx^2/dy^2 
    b=2+2*a 
    if j=1 and i<i1 then 
               res=((f(i-1,j)+f(i+1,j)+a*f(i,j+1)+a*f(i,j+1))/b)-f(i,j) 
           end if 
           if j=1 and i>i2 and i<m then 
               res=((f(i-1,j)+f(i+1,j)+a*f(i,j+1)+a*f(i,j+1))/b)-f(i,j) 
           end if 
           if i=m then 
               res=((f(i-1,j)+f(i-1,j)+a*f(i,j-1)+a*f(i,j+1))/b)-f(i,j) 
           end if 
           if j=1 and i>=i1 and i<=i2 then 
        res=((f(i-1,j)+f(i+1,j)+a*f(i,j-1)+a*f(i,j+1))/b)-f(i,j) 
    end if 
    if j>1 and i<m then 
               res=((f(i-1,j)+f(i+1,j)+a*f(i,j-1)+a*f(i,j+1))/b)-f(i,j) 
           end if 
           f(i,j)=f(i,j)+res 
           if i=5 and j=5 then 
       print using "####.#####";abs(res) 
           end if 
         next i 
 next j 
 'print using "#####.#####";it 
        if it=500 then 
           goto 20 
        end if 
        goto 10 
20 print "..." 
 end 
 
  
Hasil perhitungan 
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Gambar 10-8 : Fungsi f (x,y) hasil perhitungan 

10.3.1 Program komputer 

'Metode Iterasi Gauss-Seidel Pers. Dif . Parsiel 
 defint i-n:defdbl a-h:defdbl o-z 
 dim f(50,50) 
 cls 
 m=20 
 n=16 
 i1=6 
 i2=12 
 dx=1/20 
 dy=1/16 
 rm=0.01 
 for i=1 to n-1 
   for j=1 to m 
    f(i,j)=0.5 
   next j 
 next i 
 'Kondisi Batas 
 for i=0 to m 
    f(i,n)=1 
 next i 
 for j=0 to n 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

j = 1

j = 5

j = 10

j = 15

x

3 

 

 

2 2 9 

Solusi : 

Dari rumus (1-1) maka polinomial derajat dua adalah P = ao + a1x + a2x2. dengan 

memasukkan data diatas dan dirubah dalam bentuk matriks maka ditulis sbb : 

 1 0 0 ao           1 

 1 1 1     .   a1           =       4 

 1 2 4 a2           9  

Setelah dilakukan dengan eliminasi, maka didapatkan : 

 ao = 1 

 a1 = 2 

 a2 = 1 

dan persamaan polynomial didapat : 

 p2(x) = 1 + 2x + x2 

1.1 Polynomial Taylor  

Polynomial Taylor adalah identik dengan polynomial aljabar diatas, akan tetapi 

menyangkut dengan fungsi yang mempunyai turunan. Bentuk polynomial Taylor dengan 

aplikasi pada Gambar 1-1a adalah sebagai berikut : 

f(b) = f(a)+h
'f (a)+

!2

2h ''f (a) +
!3

3h '''f (a) +...+ 
!n

h n
nf (a)         (1-2) 

Dengan f(b) = f(a+h) dan h = b-a. Persamaan (1-1) menyatakan bahwa f(b) dapat dihitung 

berdasarkan fungsi pada titik x = a yaitu f(a) beserta turunannya.Dalam arah x, titik b 



4 

terletak pada sebelah kanan dari a atau dengan kata lain dari f(a) bergerak ke kanan 

menuju f(a+h) seperti tanda panah pada Gambar 1-1(a). Apabila titik b berada pada 

sebelah kiri dari a (Gambar 1-1b) maka fungsi bergerak dari kanan ke kiri (tanda panah 

ke kiri). Pada Gambar 1-1(b) bahwa h = a-b.  

 

 

 

 

          f(b)                                              f(a)  

 

           f(a)     f(b) 

   h                                       h     a
         b        a          b 

 
  (a)                                        (b)             

Gambar 1.1 f(a+h) dan f(a-h) 

Dengan tetap menjaga  seperti diatas bahwa h = b-a maka dalam hal ini untuk 

gambar (b) haruslah h = -(b-a) = (a-b).Dengan f(b) = f(a-h). Persamaan (1-2) dan (1-3) 

merupakan bentuk dasar dari metode beda berhingga. Oleh karena itu bentuk polynomial 

Taylor (1-2) berubah menjadi : 

f(b) =f(a)-h 'f (a)+ 
!2

2h ''f (a)- 
!3

3h '''f (a) +..- 
!n

h n
nf (a)            (1-3) 

mana persamaan (1-2) adalah prinsip untuk beda maju dan (1-3) adalah untuk beda 

mundur. 
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Gambar 10-7 : 
Diskretis Bidang 

 
Pada Gambar diatas, nilai f  yang dihitung adalah yang didalam bidang diskretisasi yaitu 

fi,j untuk i = 1,2,3,...,m (titik diskretisasi arah x) dan j = 1,2,3,...,n-1 (titik diskretisasi 

dalam arah y). Pada batas bawah j = 0, titik-titik i = 1,2,3,...,6 dan i = 12,13,14,...,20 

dipasang kondisi batas fʹ(x,y) = 0, sedangkan pada titik-titik i = 7,8,9,..,11 dipasang 

kondisi batas f(x,y) = 0. 

 Perhitungan dengan metode iterasi Gauss-Seidel memberikan hasil seperti pada 

Gambar 10-8. Grafik pada gambar memberikan nilai fi,j  pada titik-titik j = 1,5,10,15 dan 

i = 0,1,2,..., m atau menunjukkan grafik dalam arah x pada y dengan konstan. Oleh karena 

ada tiga kurva dari variabel f. 

 

0

n =16

f = 1
f = 
1

m = 200
x=0,3

1
2
3

2 3
0

f = 1

6 121
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Gambar 10.7 : 

Kondisi batas 

Kita gunakan 

metode iterasi 

Gauss-Seidel. 

Nilai awal kita 

ambil  sebagai 

berikut  fi,j
(o) = 

0,5 untuk semua 

titik dalam bidang. Jumlah titik diskretisasi dalam arah x diambil m = 20 dan dengan 

demikian maka Δx =  x/m = 1/20 = 0,05. Jumlah titik arah y diambil n = 16 dan dengan 

demikian maka Δy = y/n =1/16 = 0,0625.  

Kondisi batas pada  0 ≤ x ≤ 0,3 dan 0,6 ≤ x ≤ 1 serta kita gunakan turunan terpusat untuk 

f sebagai berikut : 

 
x

ff
f

jiji
ji




 

2
1,1,

,
' = 0  

Kondisi batas pada x = 1, digunakan turunan terpusat sebagai berikut : 

 
x

ff
f

jiji
ji




 

2
,1,1

,
' = 0 

Kedua hubungan terakhir diatas menunjukkan bahwa pada x = 1 maka fi+1,j =  fi-1,j  dan 

pada y = 0 adalah fi,j+1 =  fi,j-1. Kita gunakan persamaan (10-8) untuk menghitung fi,j sampai 

konvergen dengan i = 1,2,...,m-1  dan j = 1,2,...,n-1.  Diskretisasi  bidang dari perhitungan 

fi,j ditunjukkan oleh Gambar 10-7.  

x = 0 x = 1

y = 1

y = 0

f = 1

f ' = 0 f ' = 
0

f = 0

f = 1

f ' = 0

x = 0,3 x =,6

5 

 

 

Δx Δx 

Polynomial Taylor diatas dapat digeneralisir dengan membuat h = x, a = x, b 

=(x+x) pada gambar 1-2(a) dan b =(x-x) pada gambar 1-2(b). Oleh karena itu 

persamaan (1-2) dan (1-3) masing-masing menjadi sebagai berikut : 

f(x+x) = f(x) + x
'f (x) +

!2

2x ''f (x) +
!3

3x '''f (x) + .+
!n

x n nf (x) 

            (1-4) 

 f(x+Δx)          f(x) 
 
 
       f(x)      f(x-Δx) 
 
          x              x+Δx          x-Δx   x  

    (a)                                  (b)             

Gambar 1-2 : f(x+Δx)dan f(x-Δx) 

f(x-x)=f(x)-x
'f (x)+

!2

2x ''f (x) -
!3

3x '''f (x) + .. 
!n
xn nf (x)     (1-5) 

Persamaan (1-4) dan (1-5) adalah polynomial Taylor. Bila persamaan tersebut 

dirubah ke bentuk diskret dengan mengganti x menjadi i dan  Δx menjadi 1 yang mana i 

adalah nomor titik diskret yang merupakan bilangan bulat positif. Oleh karena itu ditulis 

sebagai berikut : 

f(x+Δx) = fi+1 , f(x-Δx) = fi-1, f(x) = fi ,  
'' )( ifxf   ,dan  '''' )( ifxf   , dst. Dengan 

menggunakan indeks penulisan seperti diatas maka persamaan (1-4) dan (1-5) 

ditulis dalam bentuk diskretisasi indeks i adalah sebagai berikut : 

fi+1 = fi+ x
'

if  + 
!2

2x ''
if  + 

!3

3x '''
if  + ..+ 

!n

x n n

if             (1-6) 
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fi-1 = fi  - x
'

if  + 
!2

2x ''
if  - 

!3

3x '''
if  + ..-

!n

x n n

if             (1-7) 

Fungsi fi yang merupakan bentuk dari f(x), fi-1 yang merupakan bentuk dari f(x - 

x) dan fi+1yang merupakan bentuk dari f(x+ x) dapat diberikan pada gambar 1-

3. Bentuk polynomial Taylor (1-6) disebut beda maju dan (1-7) disebut beda 

mundur. 

  fi+1 

    
 
      fi 

 

   fi-1    
     Δx 
          
         i-1           i               i+1 

                           Gambar 1-3 : fi+1,  fi-1 dan fi 

Contoh :  

disekitar a = 1. Pendekatan pertama akan dilakukan dengan polynomial Taylor 

derajat satu (linier) dari fungsi f(x) = 1/2ex. Untuk pendekatan dengan polynomial 

derajat satu dengan memakai persamaan (1-2) yang mana persamaan tersebut 

diambil hanya sampai pada turunan pertama dan (1-2) menjadi : 

  P1(x)= f(a) + (x-a) 'f (a) 

Kita masukkan nilai f(x=a) = axe 

2
1 , 'f (x=a) = axe 

2
1 dan dengan a = 1 kedalam 

persamaan diatas maka didapatkan persamaan berikut : 

 P1 = 1

2
1

e  + (x-1) 1

2
1

e  
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Kita lihat persamaan (10-7) bahwa koefisien dari fi,j adalah yang paling besar dari 

koefisien yang lainnya sehingga bisa ditulis : 

fi,j = [fi-1,j + fi+1,j + 2

2

y

x




fi,j-1 + 2

2

y

x




fi,j+1]/( 2 + 2 2

2

y

x




)             10-8) 

Persamaan (10-8)  fi,j dapat dihitung dengan memberikan nilai awal dari setiap titik 

diskretisasi dan perhitungan dilakukan berulang-ulang sampai konvergen.  

 

Contoh : 

Persamaan yang akan diselesaikan adalah persamaan Laplace :  

 02

2

2

2









y

f

x

f
 

dengan kondisi batas sebagai berikut (Gambar 10-7) : 
  
 f(x=0,y) = 1 

 fʹ(x ≤ 0,3,0) = 0 

 f(0,3 ≤ x ≤ 0,6, 0) = 0 

 fʹ(0,6 ≤ x ≤ 1,0) = 0 

 f(0 ≤ x ≤ 1,yL) = 1  

 fʹ(1,y) = 0  
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 f(0,y) = Fo    0 yyL 

 f(xL,y) = FL    0 yyL 

 f(x,0) = F1     0 xxL 

 f(x,yL) = F2    0 xxL 

Dengan bidang diskretisasi yang dipelajari seperti Gambar berikut : 

 

Gambar 10-6 : Kondisi Batas pada bidang diskretisasi 

Persamaan (10-5) didiskretisasi dengan beda terpusat dan menjadi : 

2

1
x

(fi-1,j – 2fi,j + fi+1,j) + 2

1
y

(fi,j-1 – 2fi,j + fi,j+1) = 0           (10-6) 

Persamaan (10-6) bisa dipilih i = 1,2,3….m+1 dan j = 1,2,…n. Bila kita masukkan nilai 

i dan j diatas maka akan kita dapatkan persamaan yang disusun dalam bentuk matriks. 

Untuk menyelesaikan persamaan ini bisa digunakan metode Eliminasi Gauss atau metode 

iterasi. Bila persamaan (10-6) diselesaikan dengan metode Iterasi Guss-Seidel atau 

relaksasi maka persamaan tersebut disusun sebagai berikut : 

fi-1,j + fi+1,j – (2 + 2 2

2

y

x




) fi,j + 2

2

y

x




fi,j-1 + 2

2

y

x




fi,j+1 = 0           (10-7) 

F2 

F1 

j 

i i-
1 

i+1 xL x
0
 

yM 

y0 

j+1 

j-1 

F0 
FL 

7 

 

 

     = 1,359141 + (x – 1) 1,359141 

 P1 = 1,359x  

Dari hasil yang didapatkan, dapat kita lihat bahwa P1 bergerak secara linier 

terhadap x yang merupakan polinomial derajat satu. 

Pendekatan kedua adalah dengan mengambil polynomial Taylor derajat dua. 

Untuk derajat dua, persamaan (1-2) kitan ambil sampai dengan turunan kedua 

sehingga menjadi menjadi : 

 P2(x)= f(a) + (x-a) 'f (a) +
 

2

2
ax  ''f (a) 

Dengan memasukkan 'f (a) = axe 

2
1  dan ''f (a) = axe 

2
1  maka persamaan diatas 

menjadi : 

 P2 = 1

2
1

e + (x-1) 1

2
1

e   + 
2

)1( 2x 1

2
1

e  

 P2 =  0,6795 + 0,6795x2 

Persamaan terakhir diatas merupakan persamaan tak-linier dalam bentuk 

polynomial derajat dua.Kedua pendekatan pada titik a = 1 dengan polynomial 

derajat satu dan dua maka hasil numerik dapat kita berikan dalam tabel 1-1 seperti 

dibawah ini : 

Tabel 1-1 : Nilai fungsi ½ ex 

x ½ ex P1 P2 

0,0 0,500 0,000 0,680 

0,2 0,611 0,272 0,707 

0,4 0,746 0,544 0,788 
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0,6 0,911 0,816 0,924 

0,8 1,113 1,088 1,114 

1,0 1,359 1,359 1,358 

1,2 1,660 1,632 1,658 

1,4 2,028 1,904 2,011 

1,6 2,477 2,176 2,419 

1,8 3,025 2,448 2,881 

2,0 3,695 2,720 3,398 

  

Nilai pada tabel diatas dinyatakan dalam bentuk grafi seperti Gambar 1-4 

yang merupakan hasil pendekatan untuk kedua bentuk polynomial. Dari gambar 

dapat kita lihat bahwa kedua bentuk akan sama pada titika  x  = 1 dan apabila 

menjauhi titik tersebut maka terjadi perbedaan yang semakin signifikan untuk 

polynomial derajat satu dan perbedaan yang kecil untuk derajat dua. Walaupun 

demikian polynomial derajat dua masih terjadi perbedaan ketik menjauhi x = 1 

yang mana perbedaan ini merupakan besarnya kesalahan. Apabila dilakukan 

dengan pendekatan derajat 3, 4 atau 5 maka suatu saat fungsi polynomial akan 

segaris dengan solusi eksak dan perbedaan semakin kecil atau mendekati nol. 

 
Gambar 1-4 :P1 dan P2 dengan beda maju 

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

0 1 2 3

Eksak
2P

1P

x

P
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         1.00         0.08           0.09         0.10 
         2.00        16.54        16.88        17.18 
         3.00        30.48        31.06        31.57 
         4.00        42.60        43.35        44.01 
         5.00        53.41        54.25        54.99 
         6.00        63.23        64.09        64.85 
         7.00        72.28        73.10        73.84 
         8.00        80.69        81.44        82.12 
         9.00        88.56        89.20        89.79 
        10.00       95.92        96.44        96.94 
        11.00     103.20       103.60      104.00 
 
Hasil dari ketiga metode diberikan pada Gambar 10-5 berikut : 

 

10.3 Persamaan ellip 

 Persamaan ellips contohnya adalah persamaan Laplace dengan aplikasi seperti 

pada persamaan garis aliran, persamaan difusi, persamaan perpindahan panas regim 

permanen, persamaan perpindahan masa. Bentuk persamaan ellips sebagai berikut : 

 02

2

2

2









y

f

x

f
              (10-5) 

Katakan dengan kondisi batas berikut (Gambar 10-6): 

0
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rGambar 7-5 : Hasil ketiga metode 
(t=0,1)

Eksplisit

Implisit

Crank_Nicholson
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     if i=m-1 then 
        y(i)=(1-2*b1-b2)*t(i,j-1)+(b1*t(i-1,j-1))+((b2-a1)*t(m,j-1)) 
     end if 
     if i>2 and i<m-1 then 
        y(i)=(1-2*b1-b2)*t(i,j-1)+(b1*t(i-1,j-1))+((b1+b2)*t(m,j-1)) 
     end if 
     c(i)=a1+b1 
         next i 
  'penyelesaian dengan metode Cholesky 
  aa(1)=0 
  bb(1)=0 
  for i=2 to m-1 
     aa(i)=-c(i)/(a(i)*aa(i-1)+b(i)) 
    bb(i)=(y(i)-a(i)*bb(i-1))/(a(i)*aa(i-1)+b(i)) 
     'print using "#######.###";i,aa(i),bb(i) 
  next i 
  t(m-1,j)=bb(m-1) 
  for i=m-2 to 2 step-1 
      t(i,j)=(aa(i)*t(i+1,j))+bb(i) 
  next i 
 next j 
 print "     Waktu = ",(j-1)*dt 
 print "         n = ",n 
 print "          i         t(i,n-2)     t(i,n-1)     t(i,n)" 
 print "         ---         -------     --------     ------" 
 for i=1 to m 
     print using "##########.##";i,t(i,n-2),t(i,n-1),t(i,n) 
 next i 

10 end 
Hasil : 
     Waktu =   .1  
         n =   10  
          i            t(i,n-2)      t(i,n-1)       t(i,n) 
         ---           -------      --------        ------ 

9 

 

 

Selanjutnya kita gunakan polynomial dengan diskretisasi beda mundur persamaan 

(1-5) sebagai fungsi pendekatan pada titik  a = 1. Selain itu untuk membandingkan hasil 

antar beda maju dan beda mundur maka sekarang kita gunakan rumus beda mundur (1-

5) untuk derajat satu dan dua dari contoh diatas. Untuk derajat satu persamaan (1-5) 

memberikan : 

P1(x)= f(a) - (x-a) 'f (a) 

Dengan memawsukkan nilai a = 1 pada bagian sebelah kanan dari persamaan diatas maka 

persamaan tersebut menjadi : 

P1 = 1

2
1

e - (x-1) 1

2
1

e  

     = 1,3591 – 1,3591x + 1,3591 

 = 2,7182 - 1,3591x 

Untuk derajat dua persamaan (1-5) memberikan : 

P2(x)= f(a) - (x-a) 'f (a) +
 

2

2
ax  ''f (a) 

Dengan  'f (x=a) = axe 

2
1

 dan ''f (a) = axe 

2
1

 maka persamaan menjadi : 

 P2 = 1

2
1

e - (x-1) 1

2
1

e   + 
2

)1( 2x 1

2
1

e  

     = 1,3591 - 1,3591x + 1,3591 + 0,6795 x2- 1,3591x + 0,6795 

atau P2 =  0,6795x2- 2,7182x  + 3,3977 

 Kedua hasil persamaan linier dan tak-linier yang didapat digambarkan dan 

dibandingkan dengan fungsi eksak seperti Gambar 1-5. Dari gambar dapat dilihat bahwa 
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polynomial dengan beda mundur kurang tepat digunakan untuk mendekati fungsi eksak 

kecuali hanya pada titik a = 1 saja. Dengan demikian kurang tepat digunakan polynomial 

walaupun derajat berapapun juga. 

 

Gambar 1-5 : P1 dan P2 dengan beda mundur 

 

Untuk fungsi dengan dua variabel  f(x,y), polynomial Taylor diberikan sebagai berikut : 

f(x+Δx,y+Δy) = f(x,y) + 


































 2

222

2

22

22 y

fy

yx
yx

x

fx

y

f
y

x

f
x

f

+  

                          +  

























 jn

n
jn

n

j yx

f
yx

j

n

n 1

1

0!
1

             (1-8) 

1.2 Polynomial Lagrange  

Polynomial yang telah dipelajari diatas merupakan fungsi pendekatan dengan 

polynomial dengan suatu fungsi yang diberikan dan turunan-turunannya pada suatu titik. 

Polynomial ini digunakan untuk interval yang kecil dengan turunannya. Kita menentukan 

polynomial derajat satu yang melalui titik (xo,yo) dan (x1,y1). Tinjau polynomial berikut : 

0

1

2

3

4

0 1 2 3

P

x

Eksak

1P

2P

183 

 

 

 dim t(30,30),r(30),wt(30),a(30),b(30),c(30),aa(30),bb(30),y(30) 
 cls 
 dr=0.05 
 dt=0.01 
 m=11 
 n=10 
 'kondisi awal dan radius 
 for i=1 to m 
    r(i)=(i+9)*dr 
    t(i,0)=200*(r(i)-0.5) 
 next i 
 'kondisi batas 
 ' 
 for j=0 to n 
    wt(j)=j*dt 
    t(1,j)=j*dt 
    t(m,j)=100+40*wt(j) 
 next j 
 'Matrik Tridiagonal 
 tt=0.5 
 for j=1 to n 
  a1=-tt*dt/dr^2 
  a2=tt*dt/dr^2 
 a(1)=0 
  for i=2 to m-1 
     a(i)=a1 
  next i 
  for i=2 to m-1 
     b1=-tt*dt/r(i)/dr 
     b2=tt*dt/r(i)/dr 
     b(i)=1.0+(2*a2)+b2 
     if i=2 then 

y(i)=((1-2*b1-b2)*t(i,j-1))+((b1-a1)*t(i-1,j-1))+((b1+b2)*t(i+1,j-1)) 
     end if 
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     aa(i)=-c(i)/(a(i)*aa(i-1)+b(i)) 
     bb(i)=(y(i)-a(i)*bb(i-1))/(a(i)*aa(i-1)+b(i)) 
   next i 
   t(m-1,j)=bb(m-1) 
   for i=m-2 to 1 step-1 
      t(i,j)=aa(i)*t(i+1,j)+bb(i) 
   next i 
 next j 
 'print 
 print tab(5) " i    t=0,005    t=0,1" 
 print 
 for i=0 to m 
    print tab(5) i using "#####.####";t(i,1) 

,t(i,20) 
 next i 
30 print 
 end 
 
 
Hasil perhitungan 

 

     i    t=0,005    t=0,1 
  -----        -------            ------ 
     0     0.0050    0.1000 
     1    21.1596   26.3469 
     2    41.2842   48.9848 
     3    61.1404   69.0292 
     4    80.8179   87.1497 
     5   100.2000  104.0000 
 

 

      'Metode Crank_Nicholson 
 'Persamaan parabol 
 defint i-n:defdbl a-h:defdbl o-z 
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1
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1

)(
)(

)(
)(

)( y
xx

xx
y

xx

xx
xP

o

o
o

o 






               (1-9) 

Bila x = xo   maka  dari (1-9) : 

 P(xo) = 1.yo + 0.y1 = yo 

dan bila x = x1  maka didapat : 

 P(x1) = 0.yo + 1.y1 = y1 

Metode  untuk menentukan P adalah metode interpolasi.  

 Untuk generalisir konsep interpolasi linier, tinjau polynomial derajat n yang 

melalui titik n +1 yaitu (xo,f(xo)), (x1,f(x1),….., (xn,f(xn) (Gambar 1-6) yang dibuat dengan 

persamaan berikut : 

)(
)(

)(
1

1

xx

xx
xL

o
o 


  dan  )(

)(
)(

1
1

o

o

xx

xx
xL




  

Bila x = xo , Lo(xo) = 1   sementara L1(x1) = 0  dan bila x = x1 , Lo(x1) = 0   sementara 

L1(x1) = 1.   

 Untuk generalisir kita membuat Ln,k(x), dengan k=0,1,2,…,n, dengan sifat Ln,k(x) 

= 0 bila i ≠ k dan Ln,k(x) = 1 bila i = k. Untuk memenuhi agar Ln,k(x) = 0 maka numerator 

dari Ln,k harus mengandung  

(x – xo)(x  - x1) …(x – xk-1)(x -  xk+1)…(x  - xn).           (1-10) 

Untuk memenuhi Ln,k(x) = 1, denominator Lk harus sama dengan (1-10) bila x = xk. Oleh 

karena itu maka : 
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Gambar 1-6 : Polynomial melalui tiga titik 

)(
)(

))...()()...((
))...()()...((

)(
11

11
,

ik

i
n

ki
oinkkkkkok

nkko
kn

xx

xx

xxxxxxxx

xxxxxxxx
xL








 




      

          (1-11) 

Persamaan (1-11) disebut polynomial Lagrange. Interpolasi Polynomial harus melalui 

beberapa titik yang menghubungkannya satu sama lain dengan garis. Dalam hal ini 

bentuk polynomial yang dapat ditentukan dari titik-titik  yang dilaluinya. Tinjau 

polynomial derajat satu atau linier yaitu persamaan (1-9) yang dapat ditulis dalam bentuk 

berikut : 

o

oo

xx

yxxyxx
xP





1

11
1

)()(
)(                      (1-12) 

Persaamaan (1-12) dapat disederhanakan lagi bentuknya sebagai berikut  : 

 
o

ooo

xx

xyyxyxy
xP





1

111
1

)(
)(  

Interpolasi linier dua titik ditunjukkan oleh Gambar 1-7 yang merupakan garis lurus 

antara kedua titik tersebut. Gurus lurus tersebut dapat juga didapati dari persamaan garis 

lurus antara dua titik yaitu y = ax + b yang mana kedua konstanta a dan b harus dihitung. 

 y

 x

 (xo,yo)

 (x1,y1)
 (x2,y2)

f
P
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    r(i)=(i+5)*dr 
    t(i,0)=200*(r(i)-0.5) 
    'print tab(10) i,using "########.##";r(i) 

,t(i,0) 
 next i 
 print 
 'print tab(10) "Kondisi batas :" 
 'print "           j         T(0,j)      T(m,j)" 
 'print "        -----       ------      ------" 
 print 
 for j=1 to n 
    wt(j)=j*dt 
    t(0,j)=j*dt 
    t(m,j)=100+40*wt(j) 
    'print tab(10) j,using "########.###";t(0,j) 

,t(m,j) 
 next j 
 for i=1 to m-1 
      a(i)=-dt/dr/dr 
      b(i)=1+(dt/dr/r(i))+(2*dt/dr/dr) 
      c(i)=(-dt/dr/dr)-(dt/r(i)/dr)  
    next i 
 print 
 aa(0)=0 
 bb(0)=0 
 for j=1 to n 
   for i=1 to m-1 
     y(i)=t(i,j-1) 
     if i=1 then 
        y(i)=y(i)-a(i)*t(i-1,j-1) 
     end if 
     if i=m-1 then 
        y(i)=y(i)-c(i)*t(m,j-1) 
     end if  
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          18         0.090     103.600 
          19         0.095     103.800 
          20         0.100     104.000 
 
Distribusi T(i,t) : 
 
     i    t=0,005    t=0,1 
    ---        -------          ----- 
     0        0.005 0.1 
     1    21.6667   26.4639 
     2    41.4286   49.1910 
     3    61.2500   69.2537 
     4    81.1111   87.3787 
     5   100.2000   104.0000 
 

'Program komputer 

 'penyelesaian persamaan parabol dengan metode 
 implisit 

 defint i-n:defdbl a-h:defdbl o-z 
 dim t(80,80),r(100),wt(100),a(100),b(80), 

dim c(80),aa(80),bb(80),y(50) 
 cls 
 dr=0.1 
 dt=0.005 
 ta=2 
 m=5 
 n=20 
 'print "dt =";using "###.###";dt 
 'print "kondisi awal pada dinding selinder:" 
 print 
 'print "         i           Radius     T(i,0)" 
 'print "       -----         ------     ------" 
 for i=0 to m 
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Gambar 1-7 : Interpolasi dua titik 

 

 Bila x = xo  maka dari (1-9) didapat : 

1
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xx

xx
y

xx

xx
xP

o
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o

o








 = yo 

dan x = x1  maka P1 = y1.Fungsi ini interpolasi nilai yi pada titik xi dimana i = 0,1 

atau : 

 P1(xi) = yi dengan i = 0,1 

Contoh : 

Fungsi y = 1/x cari polynomial linier dari titik   dari  (2,1/2) ke (4,1/4). Dari kedua titik 

tersebut maka menurut (1-12) didapat : 

  
24

)4/1)(2()2/1)(4(
)(1 




xx
xP = x

8
1

4
3


 

Adapun gambar dari polynomial linier dari titik x = 2 dan x = 4 ditunjukkan pada Gambar 

1-8. Dari ini P1(x) dapat dihasilkan dari pendekatan garis linier yaitu y = ax + b. Dengan 

kedua titik tersebut maka didapat dua persamaan linier sebagai berikut : 

 ba  2
2
1

 

 ba  4
4
1

 

 y

 x

 (xo,yo)

 (x1,y1)
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Dari kedua persamaan ini dadapatkan a = -1/8 dan  b = ¾ dan persamaan polynomial 

garis lurus dari kedua titik tersebut adalah : 

 )(1 xP
4
3

8
1

 x  

Gambar 1-8 menunjukkan garis linier dari interpolasi diatas. 

 
Gambar 1-8 : Interpolasi linier fungsi y = 1/x danP1(x) 

 Sekelompok data dapat dibuat interpolasi linier setiap segmen atau bagian antara 

dua titik dan dengan demikian maka kurva dari dari sekelompok data-data tersebut 

hanyalah garis lurus setiap bagian antara dua titik tersebut. 

Contoh : 

Sekelompok data sebagai berikut : 

    j        1        2        3        4        5        6 

    x       1        2        3        4        5        6 

    y       2        2,5     4,5     5        4       3,5 

 

Dengan menggunakan interpolasi linier dua titik maka setiap bagian akan linier yaitu 

persamaan (1-12) maka antara dua titik berdekatan merupakan kurva garis lurus (1-7). 

Perhitungan dilakukan antara dua titik yang dimulai dari j = 1 ke j = 2, j = 2 ke j = 3 , j = 

3 ke j =  4, j = 4 ke j = 5 dan j = 5 ke j = 6. 

0

0.5

1

1.5

0 1 2 3 4 5

y

y = 1/x

)x(1P= y
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 end 
 
 Hasil perhitungan  

kondisi awal pada dinding selinder 
 

i          Radius     T(i,0) 
-----        ------     ------ 
          0          0.50       0.00 
          1          0.60      20.00 
          2          0.70      40.00 
          3          0.80      60.00 
          4          0.90      80.00 
          5          1.00     100.00 
 
Kondisi batas : 
 j         T(1,j)     T(10,j) 
-----       ------     ------ 
          1          0.005     100.200 
          2          0.010     100.400 
          3          0.015     100.600 
          4          0.020     100.800 
          5          0.025     101.000 
          6          0.030     101.200 
          7          0.035     101.400 
          8          0.040     101.600 
          9          0.045     101.800 
          10         0.050     102.000 
          11         0.055     102.200 
          12         0.060     102.400 
          13         0.065     102.600 
          14         0.070     102.800 
          15         0.075     103.000 
          16         0.080     103.200 
          17         0.085     103.400 
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    t(i,0)=200*(r(i)-0.5) 
    print tab(10) i,using "########.##"; 

r(i),t(i,0) 
 next i 
 print 
 print tab(10) "Kondisi batas :" 
 print "           j         T(1,j)      T(10,j)" 
 'print "        -----       ------      ------" 
 print 
 for j=1 to n 
    wt(j)=j*dt 
    t(0,j)=j*dt 
    t(m,j)=100+40*wt(j) 
    print tab(10) j,using ########.###";t(0,j) 

,t(m,j) 
 next j 
 for j=1 to n 
    for i=1 to m-1 
      a(i)=dt/dr/dr 
      b(i)=1-(dt/dr/r(i))-(2*dt/dr/dr) 
      c(i)=(dt/dr/dr)+(dt/r(i)/dr) 
      t(i,j)=b(i)*t(i,j-1)+c(i)*t(i+1,j-1)+a(i)* 
t(i-1,j-1) 
    next i 
 next j 
 print 
 'print 
 print tab(5) " i    t=0,005    t=0,1" 
 Print tab(5) “ ---  -------    -----“ 
 print 
 for i=1 to m-1 
    print tab(5) i using "#####.####";t(i,1),t(i,20) 
 next i 
30 print 

15 

 

 

 
Gambar 1-9 : Interpolasi linier beberapa titik data 

 

1.3 Program Komputer  

'Linear Polynomial interpolation 
     dim x(100),y(100),p(100) 
     cls 
10   print "Interpolasi linear:dua titik " 
     input "xo = ";x0 
     input "x1 = ";x1 
     input "yo = ";y0 
     input "y1 = ";y1 
     dx=x1-x0 
     m=10 
     x(0)=x0 
     print "x(j)            p(j)" 
     print "----           -----" 
         for j=1 to m 
              x(j)=x(j-1)+(dx/m) 
              p(j)=(y0*x1-x0*y1-(y0-y1)*x(j))/(x1-x0) 
              print  x(j),p(j) 
     next j 
     input "Teruskan ya (y) atau tidak (t) ? ";ty$ 

0
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6
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x
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     if ty$="y" then 
          goto 10 
       else 
          goto 20 
     end if 
20    print "selesai ..." 
        End 

1.4 Interpolasi tak-linier  

Suatu kurva dapat berbentuk lengkung dan tak-linier. Untuk hal tersebut kita lihat 

polynomial derajat lebih besar dari satu untuk pendekatan tak-linier. Katakan ada tiga 

titik (xo,yo), (x1,y1) dan (x2,y2).Kita ingin membuat polynomial derajat dua atau kuadrat 

yang melalui ketiga titik tersebut adalah sebagai berikut : 

 P2(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2L2(x)                          (1-13) 

dengan  : ))((
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Persamaan (1-13) disebut rumus Lagrange untuk interpolasi kuadrat polynomial dan Lo, 

L1,  dan  L2 disebut fungsi basis interpolasi Lagrange.  

 Setiap polynomial Li(xj) mempunyai derajat 2 dan oleh karena itu P2(x) 

mempunyai derajat ≤ 2  dengan : 

 Li(xj) = 0  bila  i ≠ j    dan 

 Li(xj) = 1  bila  i = j     

Dengan demikian, kita dengan mudah bahwa P2(xi) interpolasi data P2(xi)  = yi. 
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i           t(i,n-2)      t(i,n-1)       t(i,n) 

  1         0,08           0,09         0,10 
  2        16,54        16,88        17,18 
  3        30,48        31,06        31,57 
  4        42,60        43,35        44,01 
  5        53,41        54,25        54,99 
  6        63,23        64,09        64,85 
  7        72,28        73,10        73,84 
  8        80,69        81,44        82,12 
  9        88,56        89,20        89,79 
 10       95,92        96,44        96,94 
 11     103,20       103,60      104,00 

 

10.2.4 Program komputer persaamaan parabol 

‘Penyelesaian persamaan parabol dengan metode eksplisit 

 defint i-n:defdbl a-h:defdbl o-z 
 dim t(80,80),r(100),wt(100),a(100),b(80),c(80) 
 cls 
 dr=0.1 
 dt=0.005 
 ta=2 
 m=5 
 n=20 
 'print "dt =";using "###.###";dt 
 print "kondisi awal pada dinding selinder:" 
 print 
 print "         i           Radius     T(i,0)" 
 print "       -----         ------     ------" 
 for i=0 to m 
    r(i)=(i+5)*dr 
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    CrankNicholson 

 

Kalau θ = 1 maka persamaan sama dengan persamaan diskretisasi dengan penyelesaian 

dengan metode implisit dan kalau θ = 0 maka persamaan sama dengan persamaan 

diskretisasi dengan penyelesaian metode eksplisit serta θ = ½ adalah metode Crank-

Nicholson.  

 Contoh yang sama penyelesaian persamaan (10-3) sama dengan metode implisit 

yang mana bagian sebelah kanan diketahui yang merupakan kondisi awal pada mulanya 

dan bagian sebelah kiri adalah bagian yang dihitung.  

Persamaan didiskretisasi antara dua titik j+1 dan j dan oleh karena itu ada pengali 1/2 . 

persamaan setelah disikretisasi menjadi : 

Ti,j+1 – Ti,j = ½ [{c1(Ti+1,j+1 – Ti,j+1) + c2 (Ti+1,j+1 – 2Ti,j+1 + Ti-1,j+1) } + 

   {c1(Ti+1,j – Ti,j) + c2 (Ti+1,j – 2Ti,j + Ti-1,j) }] 

sebut θ = ½  dan c1 , c2 seperti diatas maka persamaan menjadi  

 a Ti-1,j+1 + b Ti,j+1 + c Ti+1,j+1 = aoTi-1,j + boTi,j + coTi+1,j          (c) 

dengan a = - θc2 , b = 1 - θc1 - 2θc2 , c = -θc1 – θc2 

 ao = θc2 ,bo = 1 - θc1 - 2θc2 , co = θc1 + θc2 

Penyelesaian persamaan (c) seperti pada lampiran. 

Kondisi batas sebagai berikut : 

 
Pada i =2  + bT2,j+1 + cT3,j+1 = aoTi-1,j + boTi,j + coTi+1,j - aT1,j+1 

Pada i =m-1aTm-2,j+1 + bTm-1,j+1 = aoTm-2,j + boTm-1,j + coTm,j - c Tm,j+1 

 T1,j+1 ,  Tm,j ,Tm,j+1 adalah nilai pada kondisi batas. 

Tabel 10.3 : Hasil Perhitungan dengan metode Crank Nicholson 
 Waktu =  0,1 dan n =   10  
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 Untuk interpolasi derajat yang lebih besar yaitu derajat n diberikan oleh rumus 

(1-11) diatas. 

Contoh :  

Cari interpolasi melalui titik (0,2), (1/2,5) dan (1,4). 

Dari (1-13) maka :  
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 xx

= 2x2 – x 

Dari (1-13) didapat : 

P2(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2L2(x)  

= 2(2x2 – 3x +1) + 5(-5x2 + 4x) + 4(2x2 – x) 

=  -8x2 + 10x +2   

Fungsi tersebut digambar untuk tiga titik diatas adalah seperti pada Gambar 1-10 berikut 

dibawah ini. 

 
Gambar 1-10 : P2(x) 
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Contoh : 

Ambil beberapa titik seperti pada contoh diatas.  

 

    j        1        2        3        4        5        6 

    x       1        2        3        4        5        6 

    y       2        2,5     4,5     5        4       3,5 

 

Dengan menggunakan interpolasi tak-linier tiga titik maka didapatkan kurva seperti pada 

gambar 1-9 yang mana kurva dari satu titik ke titik lainnya tidak linier. Kalau kita 

bandingkan dengan Gambar 1-7 maka terlihat perbedaannya. Perhitunga  dilakukan tiga 

titik pertama dan kemudian tiga titik berikutnya yaitu dari j =1,2 dan 3 kemudian j=3,4,5.  

 

 
Gambar 1-11 : Interpolasi tak-linier beberapa titik data 

1.5 Program komputer interpolasi tak-linier  

    'Program Komputer 
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Atau : 
2
1

(-
2x

t




Ti-1,j+1 + (1 + 
2

2
x

t


 

) Ti,j+1 - 2x

t


 

Ti+1,j+1)= 
2
1

 (
2x

t




Ti-1,j – (
2

2
x

t


 

 -1) Ti,j 

+ 
2x

t


 

Ti+1,j)      

Disederhanakan penulisannya maka menjadi : 

-aθ Ti-1,j+1 + (1 + bθ) Ti,j+1 – θa Ti+1,j+1 = θa Ti-1,j + (1 – bθ) Ti,j + θa Ti+1,j  (10-4) 

dengan : a =
2x

t




 , b =
2

2
x

t


 

 , θ = ½ 

Bagian sebelah kanan dari (10-4) diketahui yang pada mulanya adalah kondisi awal dan 

tiga komponen bagian sebelah kiri yang akan dihitung. Melihat persamaan tersebut maka 

penyelesaiannya sama seperti pada metode implisit diatas. Titik-titik diskretisasi dari 

metode ini dapat dilihat pada Gambar 10-4. 

 
     Gambar 10-4 : Diskretisasi Bidang dengan metode 
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Persamaan dalam bentuk matriks diatas diselesaikan dengan metode Choleski dan akan 

didapatkan T1,1, T2,1, T3,1dan T4,1. Perhitungan dilanjutkan untuk j = 1 dan i = 1,2,3,4 dan 

dengan cara yang sama seperti diatas akan didapatkan T1,2, T2,2, T3,2dan T4,2. Perhitungan 

tersebut dilakukan sampai j = M dan i = 1,2,3,4. 

Hasil perhitungan untuk T pada t=0,005 dan t=0,1 seperti pada tabel 10.2. 

Tabel 10.2 : Hasil perhitungan dengan metode implisit 

 i          t = 0,005          t = 0,1 
  0         0.0050         0.1000 
  1         21.1596       26.3469 

  2         41.2842       48.9848 
  3         61.1404       69.0292 

  4        80.8179        87.1497 
 5        100.2000       104.0000 

 

10.2.3 Metode Crank-Nicholson 

Diskretisasi dengan metode ini dilakukan pada j + ½ untuk  bagian sebelah kanan 

persamaan (10-1) dan persamaan tersebut menjadi : 

t
1

( Ti,j+1 – Ti,j) = 
2
1

[(
2x


Ti-1,j – 2

2
x


Ti,j + 
2x


Ti+1,j) + (

2x


Ti-1,j+1 – 

     
2

2
x


Ti,j+1 + 
2x


Ti+1,j+1)] 
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    'Polynomial interpolation non-linier 3 titik 
    dim x(100),y(100),p(100) 
    cls 

          10    print " tiga titik" 
    input "xo = ";x0 
    input "x1 = ";x1 
    input "x2 = ";x2 
    input "yo = ";y0 
    input "y1 = ";y1 
    input "y2 = ";y2 
    dx=x2-x0 
    print "j            x(j)            p(j)" 
    print "-            ----            ----" 
    m=10 
    x(0)=x0 
        for j=1 to m 
            x(j)=x(j-1)+(dx/m) 
            po=((x(j)-x1)*(x(j)-x2))/((x0-x1)*(x0-x2)) 
            p1=((x(j)-x0)*(x(j)-x2))/((x1-x0)*(x1-x2)) 
            p2=((x(j)-x0)*(x(j)-x1))/((x2-x0)*(x2-x1)) 
            p(j)=(y0*po)+(y1*p1)+(y2*p2) 
            print j,x(j),p(j) 
    next j 
    input "Teruskan ya (y) atau tidak (t) ";ty$ 
    if ty$="y" then 
           goto 10 
         else 
           goto 20 
       end if 

           20    print "selesai ..." 
    end 
 
Hasil : tiga titik 
xo = 1 



20 

x1 = 2 
x2 = 3 
yo = 2 
y1 = 2.5 
y2 = 4.5 
j            x(j)            p(j) 
-            ----            ---- 
1             1.2           1.98 
2             1.4           2.02 
3             1.6           2.12 
4             1.8           2.28 
5             2.0           2.5 
6             2.2           2.78 
7             2.4           3.12 
8             2.6           3.52 
9             2.8           3.98 
10            3.0           4.5 
 

 

Soal latihan :  

1. Buatlah pendekatan dengan polynomial Taylor derajat satu dan dua dari : 

 1. f(x) = x  , a = 1 

 2. f(x) = sin(x) , a = π/4 

 3. f(x) = log(1 + ex), a = 0 

2. Hitung polynomial kuadrat P2(x) yang menginterpolasikan data berikut : 

{(0,1), (1,2), (2,3)},    2.  {(0,1), (1,1), (2,1)} 
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dengan a1 = a2 = a3 =a4= − ��
���= �,���

�,
�  = - 0,5 

 b1 =�1 + ��
� �� � + ���

����= 1 + �,���
�,
.�, + �.�,���

�,
� = 2,08 

 b2 =�1 + ��
� �� � + ���

����= 1 + �,���
�,
.�,! + �.�,���

�,
� = 2,07 

 b3 =�1 + ��
� �" � + ���

����= 1 + �,���
�,
.�,# + �.�,���

�,
� = 2,0625 

b4 =�1 + ��
� �$ � + ���

����= 1 + �,���
�,
.�,% + �.�,���

�,
� = 2,0556 

 c1 = − ��
���� − ��

���= − �,���
�, .�,
 − �,���

�,
�  = -0,5833  

c2 = − ��
���� − ��

���= − �,���
�,!.�,
 − �,���

�,
�  = -0,5714 

c3 = − ��
�"�� − ��

���= − �,���
�,#.�,
 − �,���

�,
�  = -0,5625 

c4 = − ��
�$�� − ��

���= − �,���
�,%.�,
 − �,���

�,
�  = -0,5556 

Persamaan diatas dengan koefisien yang telah dihitung dibuat dalam bentuk matriks 
sebagai berikut : 

  2,08   -0,5833       0  0 T1,1                T1,0 + 0,5.T0,1  

  -0,5      2,07     -0,5714 0 T2,1        =   T2,0 

  0  -0,5     2,0625    -0,5625 T3,1    T3,0  

  0     0    -0,5          2,0556 T4,1  T4,0+0,5556.T5,1  
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dilanjutkan dengan j = 1 dan akan didapatkan Ti,2. Perhitungan dilanjutkan dengan j = 

2,3,..,n sampai akhirnya didapatkan Ti,n (Gambar 10-3). 

Contoh perhitungan seperti persamaan (10.3) diatas yang ditulis dengan 

didiskretisasi dengan skema implisit dan menjadi sebagai berikut : 

Ti,j+1 – Ti,j = 
rr

t

i


(Ti+1,j+1 – Ti,j+1) + 
2r

t




(Ti+1,j+1 – 2Ti,j+1 + Ti-1,j+1) 

Setelah dikelompokkan maka didapatkan persamaan diskretisasi berikut : 

 ai Ti-1,j+1 + bi Ti,j+1 + ci Ti+1,j+1 = Ti,j(10-5) 

dengan  ai = 2r

t




 ,  

 bi = 














 2

2
1

r

t

rr

t

i

 

 ci = 2r

t

rr

t

i 






  

Penyelesaian persamaan (10-5) untuk mendapatkan  Ti-1,j+1, Ti,j+1dan Ti+1,j+1 dilakukan 

dengan metode Choleski karena koefisien dari persamaan membentuk matrik tridagonal 

apabila ditulis dalam bentuk matrik persamaan tersebut. Kondisi awal dan kondisi batas 

sama seperti yang teoah diuraikan dalam metode eksplisit diatas. Persamaan (10-5) akan 

menjadi persamaan dalam bentuk matrik dengan memasang i = 1,2,3,4 dan j = 

0,1,2,3,4,...,N sebagai berikut : 

 
Untuk j = 0 dan i = 1 maka  a1 To,1 + b1 T1,1 + c1 T2,1 = T1,o 

i = 2 →       a2 T1,1 + b2 T2,1 + c2 T3,1 = T2,o 

   i = 3 →       a3 T2,1 + b3 T3,1 + c3 T4,1 = T2,o 

  i = 4 →       a4 T3,1 + b4 T4,1 + c4 T5,1 = T2,o 

21 
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 aTi-1,j+1  + bTi,j+1 + c Ti+1,j+1  = -Ti,j             (10-3) 
 

dengan : a = 
2

.
x

t


 

  ,  b =  - 1 -
2

2
x

t


 

    dan   c = 
2

.
x

t


 

 

 
Dari persamaan (10-3) bagian sebelah kanan adalah diketahui karena variabel T berindeks 

j sedangkan sebelah kiri berindeks j+1. Penyelesaian persamaan (10-3) harus dilakukan 

untuk mendapatkanTi-1,j+1,Ti,j+1dan Ti+1,j+1 dan oleh karena itu memakai salah satu metode 

yang telah diterangkan pada bab terdahulu.  

 
Gambar 10-3 : Diskretisasi Bidang dengan metode implisit 

 

Gambar 8-2 menunjukkan bahwa dengan Ti,j maka dapat dihitung tiga titik yaitu Ti-1,j+1, 

Ti,j+1 dan  Ti+1,j. Perhitungan dimulai dengan memasang j = 0 pada persamaan (8-3) dan 

dengan penyelesaiannya akan didapatkan Ti,1 dengan i = 1,2,3,..., m. Kemudian 
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  = 61,25 

  T4,1 = a4T3,0 + b4T4,0 + c4T5,0 

  = 0,5.60- 0,0556. 80 + 0,555.100  

  = 81,111 

Dengan cara yang sama untuk j = 1 dan i = 0,1,2,...,  maka dengan rumus yang sama 

seperti diatas dapat dihitung T1,2,T2,2,T3,2, T4,2kemudian j = 2 dan i = 0,1,2,...,  maka dapat 

dihitungT1,3,T2,3,T3,3, T4,3  dan seterusnya. Hasil ditunjukkan untuk t = 0,005 dan t = 0,1 

diberikan pada Tabel 10.1 

 
Tabel 10.1 : Hasil Perhitungan T(i,t)  

 i    t=0,005    t=0,1 

 0           0,0050               0,1000 

1     21,6667   26,4639 

 2     41,4286    49,1910 

3     61,2500    69,2537 

4     81,1111    87,3787 

5         100,2000             104,0000 

 

10.2.2 Metode implisit 

 Untuk metode ini diskretisasi persamaan (10-1) dilakukan sebagai berikut : 

 
t

1
(Ti,j+1 – Ti,j) = 

2x


(Ti-1,j+1  -2Ti,j+1 + Ti+1,j+1) 

Setelah dikelompokkan maka didapatkan :  
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 BAB 2. 

TURUNAN SUATU FUNGSI 

2.1 Turuna fungsi satu variabel 

Dari polynomial Taylor yang telah diuraikan pada bab terdahulu, maka dapat 

diformulasikan turunan dari suatu fungsi yang dalam hal ini turunan pertama dan kedua 

saja yang akan  diuraikan, untuk turunan selanjutnya dapat diuraikan berdasarkan 

polynomial tersebut. Dalam polynomial Taylorx 0 atau sangat kecil maka bagian 

derajat dua dan seterusnya keatas jauh lebih  kecil dibandingkan dengan bagian yang 

berderajat satu sehingga dapat bagian yang mengandung xpangkat dua dan seterusnya 

dapat diabaikan. Oleh karena itu bentuk polynomial Taylor derajat satu dari  persamaan 

1-6 sebelumnya ditulis sebagai berikut : 

 fi+1 = fi + xf′i(x) 

seperti kita ketahui bahwa secara analitik, turunan ditulis sebagai berikut : 

x

xfxxf

dx

df





)()(

lim    dengan syarat 0x  

Untuk mencari turunan pertama maka persamaan diatas dapat kita keluarkan turunan 

pertama, fi′  sebagai berikut : 

 f′i = 
idx

df








= 
x

ff ii


1                (2-1) 

Persamaan (2-1) yang mana turunan pertama merupakan perbedaan nilai f pada dua titik 

yaitu titik i +1 dan i. Oleh karena itu turunan ini disebut turunan dengan beda maju. 

Dengan cara yang sama untuk mendapatkan turunan beda mundur adalah dengan 

mengambil polynomial mundur sehingga turunan didapat sebagai berikut : 
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 f′i = 
idx

df








= 
x

ff ii


 1                (2-2) 

Bentuk lain dari turunan pertama adalah dengan pengurangan antara polynomial maju 

dengan polynomial mundur  yaitu antara persamaan (1-6) dan (1-7) serta derajat tiga 

keatas diabaikanatau : 

fi+1 = fi+ x
'

if  + 
!2

2x ''
if  

fi-1 = fi  - x
'

if  + 
!2

2x ''
if  

 fi+1 – fi-1 = 2 xfi
' 

maka  f′i = 
x

ff ii


 

2
11                (2-3) 

Hubngan (2-3) disebut turunan pertama dengan beda terpusat dimana merupakan 

perbedaan antara fi+1 dan   fi-1 yang mana ditengah-tengahnya adalah titik pusat i. Dari 

ketiga rumus turunan pertama diatas, yang paling baik ketelitiannya adalah (2-3) karena 

sesungguhnya bagian berderajat dua tidak diabaikan dalam mendapatkan persamaan (2-

3).  

Turunan kedua dicari  dengan menambahkan persamaan polynomial maju (1-6) 

dan polynomial mundur (1-7)atau : 

fi+1 = fi+ x
'

if  + 
!2

2x ''
if    

fi-1 = fi  - x
'

if  + 
!2

2x ''
if   

                                         + 

 fi+1+ fi-1 = 2fi + 0 + x2fi′′ 
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   T5,5 = 100 + 40. 0,025 = 101,0 

Hitung koefisien dalam persamaan (a) diatas sebagai berikut : 

a1=a2 = a3= a4  = 
2r

t




= 0,005/0,12 = 0,5 

b1 = 1-
rr

t

i


- 2
2r

t




= 1-(0,005/0,6/0,1)-2.0,005/0,12= -0,083 

b2  = 1-(0,005/0,7/0,1)-2.0,005/0,12= -0,0714 

b3 =  1-(0,005/0,8/0,1)-2.0,005/0,12 = -0,0625 

b4 = 1-(0,005/0,9/0,1)-2.0,005/0,12 = -0,0556 

c1 = 



2
r

t

rr

t

i


= (0,005/0,62) + (0,005/0,6.0,1) = 0,583 

c2 = (0,1/0,62) + (0,005/0,7.0,1)= 0,571 

c3 = (0,1/0,62) + (0,005/0,8.0,1)= 0,562 

c4 = (0,1/0,62) + (0,1/0,9.0,1)= 0,555 

Hitung  Ti,j+1dengan persamaan diskretisasi diatas sebagai berikut:    

Ti,j+1 = ai Ti-1,j + bi Ti,j + ci Ti+1,j 

j = 0 dan i = 0,1,2,...,  maka  

  T1,1 = a1T0,0 + b1T1,0 + c1T2,0 

  = 0- 0,083.20 + 0,583.40  

  = 21,66 

  T2,1 = a2T1,0 + b2T2,0 + c2T3,0 

  = 0,5.20- 0,0714.40 + 0,577.60  

  =  41,428 

  T3,1 = a3T2,0 + b3T3,0 + c3T4,0 

  = 0,5.40- 0,062.60 + 0,562.80 
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dengan  ai = 
2r

t




    , bi = 1-
rr

t

i


- 2
2r

t




     dan  ci = 



2
r

t

rr

t

i


 

Ambil ∆r = 0,1  dan ∆t = 0,005. 

Hitung kondisi awal yaitu pada titik j = 0 dan i = 0,1,…, 5 dengan hubungan 

Ti,j = 200(ri – 0,5) sebagai berikut : 

      j = 0 dan i = 0 :  T0,0 = 200 (0,5 – 0,5) = 0 

  i = 1 :  T1,0 = 200 (0,6 – 0,5) = 20 

  i = 2 : T2,0 = 200 (0,7 – 0,5) = 40 

  i = 3 : T3,0 = 200 (0,8 – 0,5) = 60 

  i = 4 : T4,0 = 200 (0,9 – 0,5) = 80 

  i = 5 : T5,0 = 200 (1 – 0,5) = 100 

 

Kondisi batas pada dinding dalam yaitu T(1/2,t) = t dimana 0  t   2 maka dengan  t = j 

. Δt dimana j = 1,2,3,..., M  didapatkan sebagai berikut : 

i = 0 dan j = 1 : T0,1 = 1 . Δt= 0,005 

  T0,2 = 2 . Δt = 0,01 

  T0,3 = 3 . Δt= 0,015 

  T0,4 = 4 . Δt= 0,02 

  T0,5 = 5 . Δt = 0,025 

  .. 

Kondisi batas pada dinding luar yaitu T(1,t)  = 100 + 40t  dimana 0  t   2 maka dengan  

t = j . Δt dimana i = 1,2,3,..., M  didapatkan sebagai berikut : 

T(1,t) = 100 +40t →T5,1 = 100 + 40. 0,005 = 100,2 
   T5,2 = 100 + 40. 0,01 = 100,4 

   T5,3 = 100 + 40. 0,015= 100,6 

   T5,4 = 100 + 40. 0,02   = 100,8 
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sehingga f′′i = 
2
11 2

x

fff iii


                 (2-4) 

Titik-titik i-1,i dan i+1 yang terdapat dalam turunan diatas ditunjukkan pada Gambar 2-

1 dibawah ini. x dibagi menjadi beberapa kisi yang sama jaraknya disebut x. 

 
Gambar 2-1 :  Titik diskretisasi satu dimensi  

 Rumus-rumus turunan diatas seringkali disebut metode beda berhingga. 

Hubungan (2-1) disebut beda kanan atau maju, (2-2) disebut beda kiri atau mundur dan 

(2-3) disebut beda terpusat. Aplikasi dari turunan diatas adalah untuk mentransformasi 

dari turunan menjadi bentuk diskretisasi yang sering terdapat pada persamaan diferensial 

atau turunan parsial. x adalah variabel independen yang dalam hal ini adalah jarak dan f 

variabel dependen.  Titik-titik pembagian disebut titik diskretisasi yang dalam hal ini 

adalah i -1, i dan i +1. fi  menunjukkan fungsi pada titik i,fi-1 menunjukkan fungsi pada 

titik i-1 dan fi+1 menunjukkan fungsi pada titik i+1. Turunan pertama dan kedua yang 

diterangkan diatas termasuk turunan orde satu sedangkan turunan orde dua akan 

diuraikan dibawah ini. Untuk mendapatkan turunan kedua kita gunakan juga fungsi pada 

titik (x+2x). Polynomial Taylor maju ditulis lagi dengan mengabaikan derajat tiga 

keatas sebagai berikut :  

f(x+x) = f(x) + xf′(x) + 
!2

2x
f′′(x)              (2-5) 

Dengan mengembangkan pada (x + 2∆x) maka polynomial ditulis : 

f(x+2x) = f(x) + 2xf′(x) + 2x2 f′′(x)               (2-6) 
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Kita eliminir f'(x) dari persamaan (2-5) dan (2-6) diatas untuk mendapatkan turunan 

kedua dari f(x) dan didapatkan : 

 f′′(x) = 2

1
x

(f(x) – 2f(x+x) + f(x+2x) 

atau ditulis : f′′i =  2

1
x

(fi – 2fi+1 + fi+2)               (2-7) 

Untuk mencari turunan pertama dari f(x)dengan orde dua dapat diberikan dari polynomial 

dengan mengabaikan bagian berderajat tiga, derajat empat dan seterusnyasehingga ditulis 

: 

f(x + x) = f(x) + xf′(x) + 
!2

2x
f′′(x)                 

Dari hubungan diatas dapat dihitungfʹ(x) sebagai berikut : 

f′(x) = )(''
2

)()(
xf

x

x

xfxxf 



              (2-8) 

Turunan kedua persamaan (2-7) di substitusikan kedalam persamaan (2-8) dan 

didapatkan : 

f′(x)= 












2

)2()(2)(
2

)()(
x

xxfxxfxfx

x

xfxxf  

sehingga f′(x) = 
x

xxfxxfxf




2
)2()(4)(3

 

atau f′(x) = 
x2

1
(-3fi + 4fi+1 – fi+2)             (2-9) 

Dengan cara yang sama seperti diuraikan diatas untuk beda mundur didapat sebagai : 

 f′(x) = 
x2

1
(3fi - 4fi-1 + fi-2)             (2-10) 
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Gambar 10-5 : Selinder 

Gambar 10-

6 : Diskretisasi 

bidang dari 

dinding 

selinder 

 
Dengan 

diskretisasi 
metode 

eksplisit 
didapatkan  
Ti,j+1 – Ti,j = 

rr

t

i 

.

(Ti+1,j – 

Ti,j) + 2r

t




(Ti+1,j – 2Ti,j + Ti-1,j) 

Persamaan diatas menjadi : 
 
 Ti,j+1 = ai Ti-1,j + bi Ti,j + ci Ti+1,j                                (a) 

 

r

Dinding selinder

t

r0 1 2 3 4 5

1,1T 2,1T 3,1T 4,1T

oo,T 1,0T 2,0T 3,0T 4,0T 5,0T

0,1T 5,1T

5,2T

5,3T

0,2T

3,0T

0,4T
5,4T

1,2T 2,2T 3,2T 4,2T

∆r=0,1

∆t=0,005
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Gambar 10-2 : Diskretisasi Bidang dengan metode eksplisit 

Ada tiga jenis penyelesaian persamaan (10-1) yang akan diterangkan dibawah ini. 

Metode penyelesaian tersebut adalah metode beda berhingga dengan menggunakan 

rumus-rumus yang telah diterangkan pada bab terdahulu. 

Contoh : 

 Persamaan parabol pada dinding suatu selinder dengan radius dalam dan luar 

masing-masing ½ dan 1 (Gambar 10-5) dinyatakan oleh : 
2

21

r

T

r

T

rt

T










 ,   

 ½ ≤ r≤1 , 0 < T             (10.3) 

Kondisi batas : T(1,t) = 100 + 40t,   0  t   2 

  T(½,t) = t    0   t   2  

Kondisi awal :  T(r,0) = 200(r – 0,5)  0,5  r   1 

x

t

•

••i,j+

i,j
Kondisi 

j =0

j+1

j=

i-1,j i+1 i=m

∆x

∆t

•
1xx=oxx=

T

o 

(kondisi 
batas)

1 T (kondisi 
batas)

i=0
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 Hasil perhitungan-perhitungan diatas dan untuk turunan lainnya dapat 

dilanjutkan untuk mencari turunan-turunan berikutnya sampai turunan keempat seperti 

ditabelkan dalam tabel-tabel dibawah ini. 

 

Tabel 2-1 : Turunan orde satu untuk beda maju 

Turunan 
Koefisien 

fi fi+1 fi+2 fi+3 fi+4 

Δx f' -1 1    

Δx 2 f’’i 1 -2 1   

Δx 3 f’’’i -1 3 -3 1  

Δx 4 f(4)
i 1 -4 6 -4 1 

 

Tabel 2-2 : Turunan orde dua untuk beda maju 

Turunan 
Koefisien 

fi fi+1 fi+2 fi+3 fi+4 fi+5 

2Δx f'i -3 4 -1    

Δx 2 f′′i 2 -5 4 -1   

2 Δx 3 

f′′′i 
-5 18 -24 14 -3 

 

Δx 4 f(4)
i 3 -14 26 -24 11 -2 

  

Tabel 2-3 : Turunan orde satu untuk beda mundur 

Turunan 
Koefisien 

fi fi-1 fi-2 fi-3 fi-4 
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Δx f'i 1 -1    

Δx 2 f′′i 1 -2 1   

Δx 3 f′′′i 1 -3 3 -1  

Δx 4 f(4)
i 1 -4 6 -4 1 

 

Tabel 2-4 : Turunan orde dua untuk beda mundur 

Turunan 
Koefisien 

fi fi-1 fi-2 fi-3 fi-4 fi-5 

2 Δx f'i 3 -4 1    

Δx 2 f’’i 2 -5 4 -1   

2 Δx 3 f’’’i 5 -18 24 -14 3  

Δx 4 f(4)
i 3 -14 26 -24 11 -2 

 

Tabel 2-5 : Turunan beda terpusat 

Turunan 
Koefisien 

fi-2 fi-1 fi fi+1 fi+2 

2 Δx f'i  -1 0 1  

Δx 2 f’’i  1 -2 1  

2 Δx 3 f’’’i -1 2 0 -2 1 

Δx 4 f(4)
i 1 -4 6 -4 1 

  

Turunan turunan yang telah diuraikan diatas digunakan untuk merubah 

persamaan turunan menjadi persamaan diskretisasi dan metode ini disebut dengan 

metode beda berhingga. Banyak persamaan turunan yang merupakan model fisik dari 
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Gambar 8-1 : Kondisi batas  

10.2.1 Metode eksplisit 

 Dengan menggunakan diskretisasi beda berhingga persamaan (10-1) menjadi : 

 
t

1
(Ti,j+1 – Ti,j) = 

2x


(Ti-1,j  -2Ti,j + Ti+1,j) 

atau   Ti,j+1 = 
2x

t




Ti-1,j  + (1 - 
2

2
x

t


 

) Ti,j + 
2x

t




Ti+1,j            (10-2) 

Bagian sebelah kanan dari persamaan (10-2) yang mana Tyang berindeks j sedangkan 

sebelah kiri berindeks j+1. Apabila j= 0 maka berarti   Ti-1,o, Ti,o dan Ti+1,o    yang 

merupakan kondisi awal pada sepanjang x. Kondisi awal tersebut sama dengan Ta(x).   

Nilai-nilai T pada titik dari hasil  perpotongan garis x dan t dihitung dengan persamaan 

(8-2). Pada sekeliling bidang, titik-titik perpotongan adalah kondisi awal dan kondisi 

batas (Gambar 10-2). Oleh karena itu T yang dihitung hanya yang berada didalam bidang 

tesrebut yaitu dalam arah x yaitu 1 <i < m dan dalam arah t yaitu 1 <j ≤ n. Dari persamaan 

(10-2) dapat dilihat bahwa Ti,j+1= f(Ti-1,j, Ti,j, Ti+1,j) yang mana Ti,j+1 dapat dihitung atau 

dengan kata lain bahwa  titik Ti,j+1 dihitung dengan menggunakan tiga titik yaitu Ti-1,j, Ti,j 

dan Ti+1,j (Gambar 10-2). Perhitungan dimulai dengan mencari nilai Ti,1 dengan i = 

1,2,3,..., m-1. Kemudian dihitung  

Ti,2, Ti,3 dan seterusnya sampai ke Ti,n. 

x

1x

1 2 3
● ● ● ●
ox

1T
x

1x

1 2 3
● ● ● ●
ox

1T
x

1x

1 2 3
● ● ● ●
ox

1T
oT
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 BAB 10 

PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFFERENSIAL PARSIEL 

10.1 Jenis persamaan 

Untuk menentukan jenis persamaan diferensial parsiel kita tinjau persamaan berikut : 
 

  D
y

F
C

yx

F
B

x

F
A 













2

22

2

2

 

 
dimana A,B,C dan D adalah koefisien persamaan 
 
Bila  : B2 – 4AC    = 0  disebut  persamaan parabol   

     <  0   disebut persamaan ellip 

     > 0  disebut  persamaan hyperbol 

10.2 Persamaan parabol 

 Persamaan ini ditemui pada masalah difusi pada keadaan transien ; seperti 

persamaan perpindahan panas berikut ini : 

 

 
2

2

x

T

t

T






                 (10-1) 

dengan kondisi batas sebagai berikut (Gbr. 8-1) : 

 T(x,t=0) = Ta(x)  (kondisi awal) 

 T(x=x0,t) = T0 (kondisi batas) 

 T(x=xl,,t) = Tl  (kondisi batas) 
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dari suatu fenomena seperti persamaan perpindahan masa, persamaan getaran, persamaan 

aliran dan sebagainya. 

 

Contoh : 

Aplikasi turunan fungsi ke persamaan diferensial berikut : 

 A(x) 2

2

dx

yd
+ B(x) 

dx

dy
= D(x) 

Transformasi persamaan diatas dengan menerapkan rumus-rumus diatas maka 

persamaan diatas berubah menjadi berikut :  

 Ai(yi+1 + yi-1- 2yi)/x2 + Bi(yi+1 - yi-1)/2x = Di 

Persamaan diatas dikelompokkan dan disederhanakan penulisannya maka  menjadi : 

  aiyi+1 +  bi yi-1 + ci yi = di             (2-11) 

dengan :ai = 
x

B

x

A ii




 22      ,    ci= - 2

2
x

Ai


  ,     bi= 

x

B

x

A ii




 22  

di = Di 

Persamaan (2-11) disebut persamaan diskretisasi. Diskretisasi digambarkan berikut :

 
Gambar 2-2 : Diskretisasi bidang sampai titik n+1 

 

Persamaan diskretisasi dari contoh diatas akan menghasilkan seperangkat persamaan 

aljabar bila dimasukkan nilai i dari 1, 2, ….,n dalam persamaan (2-11) dan persamaan  ini 

bisa ditulis dalam bentuk matriks berikut : 

  A . Y  =  C  
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  Y =  C /  A        

Persamaan ini dapat diselesaikan dengan mudah dengan metode seperti eliminasi Gauss 

atau Choleski yang akan diterang pada bab berikutnya 

2.2 Turuna fungsi dua variabel. 

Untuk fungsi yang mempunyai dua variabel f(x,y) atau dalam bidang disebut 

duadimensi maka dari hasil-hasil turunan diatas dapat ditulis kebentuk dua dimensi. 

Untuk turunan terhadap x adalah sebagai berikut : 

Untuk beda maju :    f′i,j = 
jidx

df

,









= 
x

ff jiji



 ,,1
  

Untuk beda mundur : f′i,j = 
jidx

df

,









= 
x

ff jiji



  ,1,   

Untuk beda terpusat : f′i,j = 
jidx

df

,









= 
x

ff jiji



 

2
,1,1   

Turunan-turunan pertama diatas adalah turunan parsiel dimana terlihat bahwa apabila 

hanya diturunkan terhadap variabel x maka hanaya f dalam arah x yang berubah 

sedangkan arah y tetap atau indeks diskretisasi i yang berubah sedangkan j tetap.Untuk 

beda terpusat dan turunan kedua adalah : 

 f′′i,j =  
ji

dx

fd

,
2

2








 = 
2

,,1,1 2

x

fff jijiji



    

Sama halnya seperti turunan diatas, untuk turunan terhadap ybaik turunan beda kanan, 

beda kiri dan terpusat diberikan sebagai berikut  : 

163 

 

 

1. 
2

1

ln xdx  

2.  dxx
1,0

0

3/1  

3. dx
x

10

1

1
 

4. 
2

0

3/1 dxx  

5. 
1

0

2 dxex x  
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 


b

a

dxxf
ab

cf )(
1

)(  

Nilai rata-rata tersebut menghasilkan luasan kurva f(x) apabila dikalikan dengan jarak 
dalam interval tersebut : 
 
Contoh : 
Ambil seperti contoh pada soal diatas  

I = 
2

0

2xe dx 

Fungsi rata adalah : 


2

0

2

02
1

)( dxecf x
 

   = 

2

0

2

2
1

2
1





 xe  

   = )(
4
1 04 ee    

   = 13,39954 

Dengan demikian maka  

I = f(c).Δx 

   = 13,39954 . 2 

   = 26,7991 

Soal :  

Gunakan metode Simpson dan Trapesium untuk menghitung integral berikut : 
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f′i,j = 
ji

dy

df

,








= 

y

ff jiji



 ,1,  

 f′i,j = 
ji

dy

df

,








= 

y

ff jiji



 1,,
 

 f′i,j = 
y

ff jiji



 

2
1,1,  

dan untuk turunan kedua :    

f′′i,j = 2
,1,1, 2

y

fff jijiji



 
 

Diskretisasi bidang dua dimensi ditunjukkan oleh Gambar 2-3. Perpotongan antara titik i 

dan j disebut titik i,j. Perpotongan i dan j+1 disebut i,j+1 dan seterusnya.i menunjukkan 

titik dalam arah x dan j menunjukkan titik dalam arah y. Jarak titik i ke i + 1 atau i – 1 

adalah Δx dan begitu pula jarak titik  j ke j + 1 atau j – 1 adalah Δy. Pada umumnya jarak 

dalam kedua arah tersebut dipilih konstan untuk mempermudah perhitungan dan selain 

itu dipilih sekecil mungkin yang secara teoritis mendekati nol agar kesalahan kecil. 

Akibat jarak yang kecil maka sebaiknya jumlah titik-titik diskretisasi dalam kedua diatas 

maka diambil banyak. Namun dalam praktek perhitungan dengan memakai komputer 

tergantung dengan kemampuan komputer.  
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Gambar 2-3 : Diskretisasi bidang dua dimensi 

2.3 Turunan fungsi tiga variabel 

Untuk fungsi dengan tiga variabel bebas, f(x,y,z), sama hal seperti diatas hanya 

menambahkan indeks k  yaitu x,y,z menjadi i,j,k. 

Untuk beda maju  : f′i,j,k = 
kjidx

df

,,









= 
x

ff kjikji



 ,,,,1   

Untuk beda maju  : f′i,j,k = 
kjidz

df

,,









= 
z

ff kjikji



 ,,1,,   

Untuk beda terpusat :  f′i,j,k = 
kjidz

df

,,









= 
z

ff kjikji



 

2
1,,1,,  

Untuk turunan yang lainnya sama seperti pada turunan-turunan yang telah diterangkan 

sebelumnya diatas, akan tetapi hanya menambahkan satu variabel lainnya yaitu zsebagai 

●● ●

●

●

●● ●

●

●

●● ●

●

●

j+1

x

●● ●

●

●j-1

j i-1,j

i,j+1

i,j

i+1

i+1,j

i,j-1

i-1 i

y
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     ii=2*i-1 
            if ii<n then 
               fgl=fgl+f(ii) 
            print ii using "###.####";fgl 
            end if 
        next i 
        print 
        fgn=0 
        for i=1 to n-2 
            ii=2*i 
            if ii<n then 
               fgn=fgn+f(ii) 
            print 2*i using "###.####";fgn 
            end if 
        next i 
 T=dx*(f(0)+f(n)+4*fgl+2*fgn)/3 
 Print "I =" using "####.#####";T 
end 
 
Hasil Program komputer 

dx =   0.5000 
n = 4  
 1   2.7183 
 3  22.8038 
 2   7.3891 
I =  26.93192 

9.5 Metode nilai rata-rata  

Suatu fungsi yang kontinu dalam interval [a,b] akan ada nilai rata-rata dari fungsi 

tersebut  pada suatu x = c  ya ng dihitung dengan : 
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Contoh :  

Hitung I = 
2

0

2xe dx 

Interval dibagi dalam 4 bagian maka  x = 0,5 dan dengan persamaan (9-9) didapatkan 

:  

 I = 
2

0

2xe dx = 
3
5,0

 [e0 + e4 + 4(e1 + e3) + 2e2]  

= 26,9319 

% Kesalahan = 
� ,%&
%�� ,!%%


� ,!%%
 x 100% = 4,95% 

9.4 Program komputer metode Simpson  

  'Program integral numerik 
 'contoh metodee Trapesium 
 defint i-n:defdbl a-h:defdbl o-z 
 dim f(50),x(50) 
 cls 
 n=4 
 input "n ";n 
 dx=2/n 
 for i=0 to n 
   x(i)=i*dx 
   f(i)=exp(2*x(i)) 
 next i 
 print 
 print "dx =" using "####.####";dx 
 print "n =";n 
 fgl=0 
 for i=1 to n-1 
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variabel ketiga yang ditulis dengan indeks k. Dengan cara yang sama seperti pada satu 

dimensi, turunan kedua untuk tiga variabel didapatkan sebagai berikut : 

kji
dx

fd

,,
2

2









= 2

,,,,1,,1 2

x

fff
kjikjikji



   

kji
dy

fd

,,
2

2









= 2

,,,1,,1, 2
y

fff kjikjikji


   

kji
dz

fd

,,
2

2









= 2

,,1,,1,, 2

z

fff
kjikjikji



   

Penulisan turunan fungsi dalam bentuk diskretisasi dengan masing-masing indeks 

agar dapat dengan mudah dapat dibuaat dalam bahasa pemrograman dengaan komputer. 

Angka untuk indeks i,j dan k harus angka bulat positif atau angka bulat  yang dapat 

dimulai dengan 0,1,2,...,m atau 1,2,...,m. Penghitungaan apakah mulai dari 0 atau 1 akan 

tergantung dengan bahasa pemrograman yang dipakai atau juga dengan kondisi problem 

domain yang diselesaikan. 

Diskretisasi turunan tiga dimensi dengan titik asal dalam koordinat Kartesius 

(0,0,0) dan ditarik garis-garis sejajar masing-masing dalam arah x,y dan z seperti 

ditunjukkan pada Gambar 2-4. 
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Gambar 2-4 : Diskretisasi bidang tiga dimensi 

Contoh :  

Mencari persamaan diskretisasi dari persamaan berikut : 

 2

2

2

2

y

T

x

T








= d 

Dengan menggunakan rumus turunan diatas : 

Turunan terhadap x  : 
ji

x

T

,
2

2












= 2
,,1,1 2

x

TTT jijiji


   

Turunan terhadap y  : 
ji

y

T

,
2

2












= 2
,1,1, 2

y

TTT jijiji


   

Kita masukkan ke persamaan diatas maka didapat : 

 2

1
x

(Ti+1,j + Ti-1,j – 2Ti,j) + 2

1
y

( Ti,j+1 + Ti,j-1 – 2Ti,j) = d 

Untuk mempermudah andaikan x = y = 1 maka : 

 Ti+1,j + Ti-1,j – 2Ti,j +  Ti,j+1 + Ti,j-1 – 2Ti,j = d 

atau :   Ti+1,j + Ti-1,j + Ti,j+1 + Ti,j-1 - 4 Ti,j = d             (2-11) 

x

●● ●

●

●

x

●● ●

●

●

j+1

x

●● ●

●

●

x

●● ●

●

●

j

j-1

i i+1i-1

i,j,k i+1,j,ki-
1,j,k

i,j+1,
k

i,j-1,k

●

●

i,j,k+
1

i,j,k-
1

k
k-1

k+1
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Kita kembangkan I(x) dengan Polynomial Taylor sebagai berikut : 

I(xi+1) = (xi+  x) = I(xi) +  x f(xi) + 
!2

2x
fʹ(xi) + 

!3

3x
fʹʹ (xi)       (9-5) 

I(xi-1) = (xi -  x) = I(xi) -  x f(xi) + 
2

2x
fʹ(xi) - 

!3

3x
fʹʹ(xi)           (9-6) 

Persamaan (9-5) dan (9-6) dikurangkan dan didapatkan : 

 I(xi+1) - I(xi-1) = Ai  = 2  x f(xi) + 2
!3

3x
fʹʹ(xi) 

 Ai = 2  x f(xi) + 2
!3

3x
( 2

11 )()(2)(
x

xfxfxf iii


  ) 

atau Ai = 2  x fi + 
3
x

(fi-1 – 2fi + fi+1)  

      = 
3
x

(fi-1 + 4fi + fi+1)                (9-7) 

maka  luasan total didapat (Gambar 9-1) : 

 
b

a

f(x) dx = A1 + A2 + A3 + … + An-1              (9-8) 

Masukkan persamaan (9-7) kedalam  persamaan (9-8) didapat : 


b

a

f(x) dx = 
3
x

(f0+ 4f1+ f2)+
3
x

(f2+4f3+f4) + …+
3
x

(fn-2+4fn-1+fn) 

 = 
3
x

[f(a)+f(b)+ 4 




1

):(1

n

ganjilii

f(xi) + 2 




2

):(2

n

genapii

f(xi)]  

 = 
3
x

[f(a)+f(b)+ 4


n

i 1

f(x2i-1) + 2




1

1

n

i

f(x2i)]             (9-9) 
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   f(i)=exp(2*x(i)) 
   print i using "####.####";x(i),f(i) 
 next i 
 ff=0 
 for i=1 to n-1 
   ff=ff+2*f(i) 
 next i 
 print 
 print "dx =" using "####.####";dx 
 T=dx*(f(0)+f(n)+ff)/2 
 print "I =" using "####.#####";T 
 end 
Hasil Program Komputer 

Jumlah titik = 4  
 0    0.0000   1.0000 
 1    0.5000   2.7183 
 2    1.0000   7.3891 
 3    1.5000  20.0855 
 4    2.0000  54.5982 
dx =   0.5000 
I =  28.99597 

9.3 Metode Simpson  

 Metode ini adalah dengan menggantikan antara xi-1 dan xi+1 dengan fungsi busur 

parabola melalui fi-1, fi, fi+1. Formula Simpson dengan menggunakan deret Taylor dan 

untuk itu kita bentuk : 

 

 I(x) = 
x

a
dxxf '' )(             (9-4) 

Kita dapatkan : )(
)(

xf
dx

xdI
  

35 

 

 

Persamaan (2-11) disebut persamaan diskretisasi yang mana i, j adalah masing-masing 

titik dalam arah x dan y.  

Sebagai contoh, kita ambil titik i=1,2,3 dan j = 1,2,3 dan setelah dimasukkan 

kedalam (2-10) maka akan didapatkan persamaan berikut : 

i=1,  j=1  -4T1,1 + T2,1 + T0,1+ T1,2 + T1,0 = d 

 j=2  -4T1,2+ T2,2+ T0,2+ T1,3 + T1,1 = d 

 j=3 -4T1,3+ T2,3+ T0,3+ T1,4 + T1,2 = d 

i=2, j=1  -4T2,1 + T3,1 + T1,1+ T2,2 + T2,0 = d 

 j=2  -4T2,2+ T3,2+ T1,2+ T2,3 + T2,1 = d 

 j=3  -4T2,3+ T3,3+ T1,3+ T2,4 + T2,2 = d 

i=3, j=1  -4T3,1 + T4,1 + T2,1+ T3,2 + T3,0 = d 

 j=2  -4T3,2+ T4,2+ T2,2+ T3,3 + T3,1 = d 

 j=3  -4T3,3+ T4,3+ T2,3+ T3,4 + T3,2 = d 

Persamaan-persamaan yang apabila diselesaikan maka akan didapatkan nilai dari Ti,j 

dengan i=1,2,3 dan j = 1,2,3. Titik-titik tersebut didiskretisasi dalam arah x dany seperti 

Gambar 2-5. 

 
Gambar 2-5 : Diskretisasi bidang 3 titik 

Dapat dilihat pada Gambar 2-5 bahwa tidak ada T yang berindeks 0 dan 4. Oleh karena 

itu dalam persamaan diatas T yang mengandung indek tersebut dicoret dan persamaan 
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diatas disusun kembali sehingga dalam persamaan tersebut tidak mengandung T  tersebut. 

Persamaan diatas bergerak baik untuk i dan j. 

Persamaan diskretisasi dalam bentuk matrik, setelah dimasukkan angka indek i dan 

j adalah sebagai berikut : 

-4    1      0     1     0     0     0     0     0         T1,1   d 

 1   -4     1     0     1     0     0     0     0        T2,1      d 
 0    1     -4    0     0     1     0     0     0        T3,1   d 
 1    0     0     -4    1     0     1     0     0        T1,2   d 

 0    1     0     1     -4    1     0     1     0   x    T2,2        =       d 
 0    0     1     0     1     -4    0     0     1         T3,2   d  

 0    0     0     1     0     0     -4    1     0         T1,3   d       0     0     0     0    1     
0     1     -4    1          T2,3  d 

 0    0     0     0     0     1     0     1    -4         T3,3  d 
 

Dengan menyelesaikan persamaan dalam bentuk matrik tersebut maka akan didapatkan 

nilai Ti,j pada setiap titik.Persoalan timbul dari persamaan (2-12) yaitu apabila jumlah 

persamaan yang sangat banyak dan oleh karena itu dalam penyelesaiannya berorientasi 

dengan penggunaan komputer. 

 Dalam bab-bab berikutnya akan diberikan bagaimana cara menyelesaikan 

persamaan (2-12) yang merupakan persamaan linier. Metode yang akan diuraikan tak-

termasuk metode penyelesaian dengan metode matriks karena untuk matriks diuraikan 

tersendiri dalam suatu buku lainnya. Persamaan (2-12) dapat juga dihasilkan dari 

persamaan tak-linier yang ditransformasikan ke bentuk (2-12) atau dilinierkan agar 

dengan mudah dapat diselesaikan. Sebagian besar persamaan-persamaan model fisik atau 

mekanik yang dinyatakan dalam bentuk persamaan diferensial atau persamaan diferensial 

parsiel, seperti persamaan perpindahan panas, perpindahan masa dan lainnya. 
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% Kesalahan = 
7991,26

7991,269959,28 
x 100% = 9,19% 

 Gambar 9-2 menunjukkan persentasi kesaalahan dari nilai eksak. Dapat dilihat 

bahwa untuk Δx ≤ 0,1 maka kesalahan  lebih kecil dari 0,35% dan angka ini masih 

dibawah satu persen. Oleh karena itu sebaiknya Δx dipilih  lebih kecil dari 0,1. 

 

Gambar 9-2 : % Kesalahan dari nilai eksak f(x) = e2x 

 

9.2 Program komputer metode trapesium 

 'Program integral numerik 
 'contoh metodee Trapesium 
 defint i-n:defdbl a-h:defdbl o-z 
 dim f(50),x(50) 
 cls 
 n=4 
 input "n ";n 
 dx=2/n 
 for i=0 to n 
   x(i)=i*dx 

0

2

4

6

8

10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

% kesalahan

Δx
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 
b

a

dxxf )( = x
ffn

i

ii 






1

1

2
              (9-2) 

dimana : Δx = xi+1 – xi  , i = 1,2,3,...,n 

 x0 = a,  x1,x2, ……………,xn = b 

Persamaan (9-2) diuraikan menjadi : 

 
b

a
xf )( dx = 

2
x

[(f0+f1) + (f1+f2) + …+ (fn-2+fn-1) + (fn-1+fn)] 

 
b

a
xf )( dx = 

2
x

(f0 + fn + 2




1

1

n

i

if )              (9-3) 

Persamaan (9-3) adalah formula dari metode integral trapesium yang mana fi diketahui 

baik dari suatu fungsi analitis ataupun data numerik.  

 
Contoh :   

Hitung integral dari  I = 
2

0

2xe dx 

Sebagai perbandingan, kita hitung nilai eksak dari integral tersebut yang besarnya 

adalah : 

 I = xe2

2
1

 = 
2
1

(e4 – e0) = 26,7991 

Secara numerik ambil n = 4 maka  x = 2/4 = 0,5 (Gambar 9-2). Dari (9-3) didapatkan : 

 I = 
2
x

(f0 + f4 + 2(f1 + f2 + f3) 

   = 
2
5,0

(eo + e4 + 2(e1 + e2 + e3) 

   = 28,9959 
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 Transformasi persamaan-persamaan baik persamaan diferensial maupun 

diferensial parsiel dengan menggunakan rumus yang telah didapat disebut penyelesaian 

dengan menggunakan metode beda berhingga.  

Soal : 

Transformasikan persamaan berikut ke persamaan diskretisasi : 

1/.  f(x) 
dx

df
 + 2

2

dx

fd
 = 1 ,   2/. 32

2









y
t

y

x

y
 

3/.  
dx

df  + 
2

2

dy

fd  = 2  ,  4/. 0







y

f

x

f  

 BAB 3. 

PENYELESAIAN PERSAMAAN LINIER 

Persamaan  aljabar, diferensial dan diferensial parsiel mempunyai dua bentuk 

yaitu bentuk linier dan tak-linier. Untuk  menentukan jenis suatu persamaan, kita lihat 

bentuk umum suatu persamaan sebagai berikut : 

 A(x). x = B 

 

Persamaan diatas dapat kita amati sebagai berikut : 

1.  Kalau koefisien persamaan A(x) adalah konstan  artinya A tidak tergantung kepada x 

maka persamaan tersebut adalah linier sehingga persamaan tersebut ditulis : A·x = 

B.  

2.  Kalau koefisien A(x) adalah fungsi dari x maka persamaan tersebut adalah tak-linier. 

Persamaan-persamaan diskretisasi yang dihasilkan dari transformasi persamaan 

diferensial atau diferensial parsiel sesungguhnya dikatagorikan dua jenis diatas. 

Penyelesaian persamaan diatas dikelompokkan dalam dua katagori yaitu metode 
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langsung dan metode tidak langsung. Metode tidak langsung disebut juga metode iterasi 

yaitu perhitungan yang dilakukan berulang kali. 

 

3.1 Metode Langsung 

Dengan metode ini perhitungan dilakukan hanya satu kali proses perhitungan dan 

hasil langsung akan didapatkan. Metode ini adalah untuk penyelesaiaan persamaan linier 

oleh karena dari persamaan diatas yaituA·x = B dimana A dan B adalah konstan maka 

xdapat dihitung langsung sebagai berikut  

 ' = (
) 

3.1.1 Metode eliminasi Gauss 

Untuk suatu sistem persamaan yang banyak maka persamaan ditulis dapat ditulis 

dalam bentuk matriks. Metode eliminasi Gauss ini adalah dengan mengeliminasi satu 

variabel dari satu persamaan dengan persamaan lainnya dan proses eliminasi berlangsung 

secara terus menerus dengan eliminasi dari sau varibel ke variabel selanjutnya. Untuk 

persamaan yang banyak maka dalam bentuk ditulis sebagai berikut : 

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ……+ a1nxn = b1 

a21x1 + a22x2 + a23x3 + ……+ a2nxn = b2 

a31x1 + a32x2 + a33x3 + ……+ a3nxn = b3             (3-1) 

…………………………………… 

an1x1 + an2x2 + an3x3 + ……+ annxn = bn 

Persamaan (3-1) ditulis dalam bentuk matrik berikut  : 
 
  [A] .[X]  = [B]     
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yang setiap luasan mendekati bentuk segiempat dan trapesium. Luasan kecil tersebut 

dilakukan dengan perhitungan pendekatan luas suatu segiempat dan trapesium atau 

trapesium. Dengan demikian integral tersebut sama dengan jumlah luasan kecil.  Untuk 

luasan kecil bentuk segiempat (Gambar 9-2) maka integral (9-1) dilakukan sebagai 

berikut : 

 
b

a

dxxf )( = 



n

i

ii xxf
1

)(
 

dan untuk luasan kecil trapesium sebagai berikut : 
 

 
Gambar 9-2 : 
Luasan kecil 

segiempat dan 
trapesium 
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9.1 Metode trapesium  

Dengan diskretisasi bidang dalam batas interval (Gambar 9.1) tersebut dan dengan 

mengambil jarak titik-titk diskretisasi sama satu dengan yang lain yaitu Δx  maka bentuk 

setiap bagian, katakan Ai,berbentuk trapesium. Bentuk trapesium akan semakin didekati 

apabila jumlah titik semakin banyak oleh karena sisi yang sepanjang kurva semakin 

cendrung ke bentuk garis lurus. Dengan demikian integral (9-1) ditulis sebagai berikut : 

 

a b a b
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 BAB 9. 

INTEGRAL NUMERIK 

Integral adalah mencari luasan dibawah suatu kurva dari satu titik ke titik yang lain. 

Biasanya integral numerik ini dilakukan apabila integral tersebut tidak bisa dilakukan 

secara analitik. Sekelompok data yang yang apabila dihubungan secara grafik 

membentuk suatu kurva dimana antara satu titik data ke titik yang lainnya ditarik garis 

lurus maka dapat dilakukan integral secara numerik dari data tersebut (Gambar (9.1.a). 

Solusi lain adalah dengan mencari fungsi regresi dari data tersebut terlebih dahulu dan 

baru kemudian diintegralkan secara analitik (Gambar 9.1.b). 

 

Gambar 9.1 : Representasi fungsi y(x) dan f(x) 
 

 Integral suatu 

fungsi ditulis 

dengan batas 

interva [a,b] 

ditulis : 

  I = 
b

a

dxxf )(    

             (9-1) 

 Integrasi (9-1) adalah luasan dibawah kurva dalam batas interval [a,b]. Dalam 

menghitung luasan tersebut dengan membagi beberapa luasan kecil-kecil Ai , i = 1,2,3,..,n 
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dengan 
   a11 a12 a13……….a1n  

 [A] =    a21 a22 a23……….a2n 

  ….. … … ..    

  an1 an2 an3……….ann  

  x1   b1 

  x2   b2  
[X]  =   ... dan    [B]  =   ... 

  xn   bn 

  

Prinsip penyelesaian dengan metode ini adalah dengan membuat sedemikian 

rupa sehingga matrik [A]  menjadi matrik segitiga atas seperti Gambar 3-1(a) atau segitiga 

bawah seperti Gambar 3-1(b) yang mana diluar komponen segitiga tersebut nilainya sama 

dengan nol. 

 a11 a12 a13……….a1n     a11  0 0 0 

  0 a22 a23……….a2n    a21 a22        0 0 

[A] =   0 0 a33  ……..a3n       =    a31 a32 a33       0 

  0 0 0  …    ann     a41 a42 a43  … ann 

  
    (a) Matrik segitiga atas   (b) Matrik segitiga bawah 
 

  Gambar 3-1 : Matrik Segitiga 

 

Apabila matriks segitiga tersebut sudah didapatkan maka dengan mudah akan didapatkan 

solusi untuk x1, x2,...xn. Misalkan kalau kita pilih segitiga atas, makaini berarti persamaan 

baris pertama dari matrik (Gambar 3-1a) adalah tetap atau persamaan pengeliminir dan 

yang lain akan berubah. Oleh karena itu persamaan baris pertama tersebut disebut sebagai 

persamaan pivot. Tahap pertama persamaan pivot ini digunakan untuk mengeliminir x1 

pada persamaan baris kedua sampai dengan baris terakhir dari matrik [A]. Tahap kedua 
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diambil persamaan baris kedua yang sudah tidak ada x1 diambilsebagai persaamaan pivot, 

karena x1 sudah dieliminir dan persamaan pivot ini digunaan untuk mengeliminr x2 dalam 

persamaan pada baris ketiga samapi baris terakhir dari [A]. Tahap berikutnya persamaan 

pivot diambil persamaan baris ketiga yang digunakan untuk mengeliminir x3 yang ada 

pada persamaan keempat dan seterusnya sampai selesai.  

Langkah pertama eliminasi x1 sebagai berikut : 

- Eliminasi x1 antara pers. a dan b didapatkan : 

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ……+ a1nxn    = b1  a 

0       + a22
'x2 + a23

'
  x3 + ……+ a2n' xn = b2

'
 b' 

- Eliminasi x1 antara pers. a dan c didapatkan : 

0 + a32
'
 x2 + a33

'
 x3 + ……+ a3n

'
 xn = b3

'  c' 

- Eliminasi seterusnya x1 antara pers. a dan pers. selanjutnya dan sampai pada pers. 

terakhir didapat 

0 + an2
'
 x2 + an3

'
 x3 + ……+ ann

'
 xn = bn

'
  n' 

Kita susun kembali dan ditulis sebagai berikut : 

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ……+ a1nxn    = b1  a 

0       + a22
'x2 + a23

'
  x3 + ……+ a2n' xn = b2

'
 b' 

0       + a32
'
 x2 + a33

'
 x3 + ……+ a3n

'
 xn = b3

' c' 

…………………………………………………. 

0       + an2
'
 x2 + an3

'
 x3 + ……+ ann

'
 xn = bn

'
 n' 

Kemudian dengan cara yang sama seperti eliminasi diatas, kita eliminasi selanjutnya x2, 

x3, …,xn-1   maka didapatkan : 

a11 x1 + a12 x2 +  a13x3 + . . . . . . + a1n xn  = b1 

a22 'x2 + a23'x3 + . .  . . .  + a'n 'xn = b2'                  (3-2) 
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5                 0.60          1.27663       1.30000 
 
Data yang didekati (non-linier) 
 i           x         y 
---      -----              ----- 
1                0.0000        1.0000 
2                0.1000        0.9800 
3                0.2000        0.9000 
4                0.3000        0.7000 
5                0.4000        0.5000 
 
Polynomial derajat =2 
Jumlah data =               5titik 
Koefisien polynomial adalah : 
 
a(0)=           1.0034286 
a(1)=           0.0914286 
a(2)=          -3.4285714 
 
Fungsi pendekatan : 
i            x(i)            p(i)     y(i) 
-             ----            -----     ---- 
1                 0.00          1.00343       1.00000 
2                 0.10          0.97829       0.98000 
3                 0.20          0.88457       0.90000 
4                 0.30          0.72229       0.70000 
5                 0.40          0.49143       0.50000 
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    print "i        x(i)       p(i)      y(i)" 
    print "-        ----        ---" 
    for j=1 to l 
      xx=j/n 
      p=0 
      for k=1 to m1 
          p=p*x(j)+a(m1+1-k) 
      next k 
      print j, using ("#####.##",x(j)),using ("#####.#####",p),  

  using ("#####.#####",y(j)) 
    next j 
10    end 
Hasil Program computer  

Data yang didekati (linier) 
 i          x         y 
---     -----               ----- 
1                0.0000        0.5500 
2                0.1500        0.7000 
3                0.3100        0.9600 
4                0.5000        1.1100 
5                0.6000        1.3000 
Polynomial derajat =1 
Jumlah data =               5titik 
Koefisien polynomial adalah : 
a(0)=  0.5419845 
a(1)=  1.2244088 
Fungsi pendekatan : 
i            x(i)           p(i)     y(i) 
-           ----            ---                 ---- 
1                 0.00          0.54198       0.55000 
2                 0.15          0.72565       0.70000 
3                 0.31          0.92155       0.96000 
4                 0.50          1.15419       1.11000 
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   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

                an-1n-1xn-1  + an-1nxn = bn-1'' 

           ann'''xn = bn''' 

Dari baris terakhir dalam persamaan (3-2) didapatkan xn  = bn'/ann'  dan dari nilai ini kita 

masukkan ke persamaan diatasnya untuk mendapatkan xn-1, setelah itu kedua nilai ini 

dimasukkan ke persamaan diatasnya untuk mendapatkan xn-2. Proses dilakukan terus 

menerus seperti diatas sampai akhirnya didapatkan x1. 

Apabila diinginkan penyelesaian dengan metode segitiga matriks segitiga bawah  

maka persamaan pivot diambil mulai dari persamaan paling bawah dan kemudian 

bergerak keatas. Oleh karen itu kita harus mengeliminir xn  kemudian eliminir  xn-1 sampai 

ke x2.Setelah hal ini dilakukan dengan prinsip yang sama dengan metode setiga atas maka 

matriks segitiga bawah akan didapatkan. 

Contoh :  

2x1+ 4x2-x3= -5     (a) 

  x1+ x2 – 3x3= -9     (b) 

  4x1+ x2 + 2x3= 9     (c) 

Koefisien dari persamaan tersebut yang dalam bentuk matrik [A] akan dirubah ke bentuk, 

katakan, matrik segitiga atas. Oleh karena itu mulai dipilihlah persamaan (a) sebagai 

persamaan pivot. Kemudian x1 dieliminasi dalam persamaan (b) dan (c) dengan 

menggunakan persamaan pivot(a) dan setelah dilakukan proses eliminasi tahap ke satu 

didapatlah persamaan berikut : 

  x1 + 2x2 - 0,5x3   = -2,5    (a) 

           x2 + 2,5x3 = 6,5    (b') 

         7x2 - 4x3        = -19    (c') 

atau koefisien dari persmaan diatas dalam matrik [A] adalah : 
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1 2          -0,5  

 [A] =    0 1 2,5    

  0 7 -4  

Selanjutnya persamaan (b') diambil sebagai persamaan pivot, maka x2dalam 

persamaan (c') dieliminir dengan persaman pivot (b') dan setelah dilakukan operasi 

eliminasi maka didapatlah sebagai berikut : 

  x1 + 2x2 - 0,5x3  = -2,5    (a) 

          x2 + 2,5x3 = 6,5    (b') 

          x3 = 3    (c'') 

Atau koefisien persamaan, matrik [A] ditulis sebagai berikut : 

   1 2      -0,5  

 [A] = 0 1        2,5    

  0 0         1  

 

Kita lihat pada matrik [A] diatas bahwa matriks tersebut sudah membentuk segitiga atas 

sehingga solusi dapat dicari dengan menghitung terlebih dahulu x3 dari persamaan (c''). 

Kemudian nilai x3 ini dimasukkan ke persamaan (b') dan didapatkan x2. Nilai x2dan 

x3yang didapat dimasukkan ke persamaan (a) dan didapatkan x1. Setelah melakukan 

operasi tersebut maka didapat seperti dibawah ini yang merupakan solusi dari persamaan. 

  x3 = 3 

  x2 = -1 

  x1 = 1 

3.1.2 Program komputer eliminasi Gauss  

    'Metode Eliminasi Gauss 

151 

 

 

       for i=k+1 to m1 
          b(i)=b(i)-c(i,k)/c(k,k)*b(k) 
          for j=k+1 to m1 
        c(i,j)=c(i,j)-c(i,k)/c(k,k)*c(k,j) 
          next j 
       next i 
    next k 
    a(m1)=b(m1)/c(m1,m1) 
    for i=m1 to 1 step-1 
       s=0 
       for k=i+1 to m1 
          s=s+c(i,k)*a(k) 
       next k 
       a(i)=(b(i)-s)/c(i,i) 
    next i 
    cls 
    print "data yang didekati" 
    print " i      x        y" 
    print "---   -----    -----" 
    for i=1 to l 
       print i, using("####.####",x(i)),using("####.####",y(i)) 
    next i 
    print 
    print "Polynomial derajat =";m 
    print 
    print "Jumlah data =",l;"titik" 
    print 
    print "Koefisien polynomial adalah :" 
    print 
    for i= 1 to m1 
      print "a(";i-1;")=",using ("###.#######",a(i)) 
    next i 
    print "Fungsi pendekatan :" 
    print 
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    print "Masukkan y" 
    for i=1 to l 
       input "y ";y(i) 
    next i 
    'Perhitungan koefisin matrik 
    dim xc(m2) 
    xc(1)=0 
    for k=1 to m2 
      for i=1 to l 
         xc(k)=xc(k)+x(i)^k 
      next i 
    next k 
    dim yx(m1) 
    for i=1 to l 
       yc=yc+y(i) 
    next i 
    for k=1 to m 
      for i=1 to l 
         yx(k)=yx(k)+y(i)*x(i)^k 
      next i 
    next k 
    dim a(m1),b(m1),c(m1,m1) 
    for i=1 to m1 
       for j=1 to m1 
          ij=i+j-2 
          if i=1 and j=1 then c(1,1)=n1 else c(i,j)=xc(ij) 
       next j 
    next i 
    b(1)=yc 
    for i=2 to m1 
       b(i)=yx(i-1) 
    next i 
    'Perhitungan koefisien polynomial 
    for k=1 to m 
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    dim a(50,50),b(50),x(50) 
    data 2,4,-1,1,1,-3,4,1,2 
    data -5,-9,9 
    n=3 
    dim a(n,n),b(n),x(n) 
    print "Matrik A !" 
    print 
    print "i             j             a(i,j)" 
    print "-             -             ------" 
    for i=1 to n 
      for j=1 to n 
         read a1 
         a(i,j)=a1 
         print i,j,a(i,j) 
      next j 
    next i 
    print 
    print "Komponen Matrik B !" 
    PRINT 
    print "j            b(j)" 
    print "-            ----" 
    for j=1 to n 
       read b1 
       b(j)=b1 
       print j,b(j) 
    next j 
    ' 
    'transformasi matrik segitiga atas 
    for k=1 to n-1 
       for i=k+1 to n 
          b(i)=b(i)-a(i,k)/a(k,k)*b(k) 
          for j=k+1 to n 
        a(i,j)=a(i,j)-a(i,k)/a(k,k)*a(k,j) 
          next j 
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       next i 
    next k 
    print 
        x(n)=b(n)/a(n,n) 
        for i=n-1 to 1 step -1 
           s=0 
           for k=i+1 to n 
              s=s+a(i,k)*x(k) 
           next k 
           x(i)=(b(i)-s)/a(i,i) 
        next i 
    print" Solusi x(i) adalah :" 
    print "i                x(i)" 
    print "-                ----" 
    for i=1 to n 
       print i,using("###.##",x(i)) 
    next i 
10  print " selesai..." 
     end 
 
Hasil Program Komputer 

  Matrik A ! 

i             j             a(i,j) 
-             -             ------ 
1             1             2 
1             2             4 
1             3             -1 
2             1             1 
2             2             1 
2             3             -3 
3             1             4 
3             2             1 
3             3             2 
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 P(x)= 1,0034 + 0,0914x-3,4286x2  

Gambar y(x) dan  P(x)ditunjukkan oleh Gambar 8-2 berikut : 

 

 
Gambar 8-2 : Pendekatan dengan polynomial derajat dua 

8.4 Program komputer  

'Fungsi regresi metode "least square method" 
    Input "Jumlah data ? ";l 
    input "Derajat polynomial ? ";m 
    n=l-1 
    n1=n+1 
    m1=m+1 
    m2=m+2 
    dim x(n1),y(n1) 
    print "contoh data yang ingin didekati  " 
    print "Masukkan x !" 
    for i=1 to l 
       input "x ";x(i) 
    next i 
    print 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

y(x)
P(x)

P(x),
y(x)

x
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


4

0i xi
0 = 5 

 



4

0i xi
1 = 01+ 0,11+0,21+0,31+0,41= 1 

 



4

0i xi
2 = 02+ 0,12+0,22+0,32+0,42= 0,3 

 



4

0i xi
3 = 03+ 0,13+0,23+0,33+0,43 = 0,1 

 



4

0i xi
4 = 04+ 0,14+0,24+0,34+0,44 = 0,0354 

 

Bagian sebelah kanan dari matriks sebagai berikut : 




m

i 0

yixi
0 = 1.00 +0,98.0,10 +0,9.0,20 + 0,7.0,30 +0,5.0,40 = 4,08 




m

i 0

yixi
1 = 1.01 +0,98.0,11 +0,9.0,21 + 0,7.0,31 +0,5.0,41 = 0,688 




m

i 0

yixi
2 = 1.02 +0,98.0,12 +0,9.0,22 + 0,7.0,32 +0,5.0,42 = 0,1888 

Didapat persamaan sebagai berikut : 

5a0+ a1 + 0,3a2    = 4,08 

a0+ 0,3a1  +  0,1a2    =  0,688 

0,3ao+ 0,1a1  +  0,0354a2    = 0,1888 

Setelah diselesaikan dengan metode eliminasi Gauss maka didapat : 

 a0 = 1,0034 , a1 = 0,0914 dan   a2 = -3,4286 

Dengan demikian, bentuk polynomialnya yang dimaksud adalah : 
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Komponen Matrik B ! 
 
j            b(j) 
-            ---- 
1             -5 
2             -9 
3             9 
 Solusi x(i) adalah : 
i                x(i) 
-                ---- 
1               1.00 
2              -1.00 
3               3.00 
 selesai... 

3.1.3 Metode eliminasi Gauss-Jordan  

Metode ini adalah variasi dari metdode eliminasi Gauss yang telah diterangkan 

diatas. Dengan metode ini yang akan didapatkan dari bentuk matriks [A] adalah matriks 

diagonal yang merupakan perbedaan dengan metode eliminasi Gauss. Tinjau persamaan 

yang sama seperti diatas sebagai berikut : 

a11 a12 a13……….a1n  x1         b1 

  

  a21 a22 a23……….a2n  x2     =    b2        (3-3) 
   .. .. ..    ………....  ...              ... 

  an1 an2 an3……….ann  xn              bn 
 

Bagian pertama dari persamaan paling atas (3-3) dibagi dengan koefisien dari x1 yaitu 

koefisien dari persamaan tersebut. Setelah dilakukan proses tersebut maka didapatkan 

sebagai berikut  :  
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  1 a12
ʹ
 a13ʹ…….a1n

ʹ
  x1        b1

ʹ 

  a21 a22 a23…….a2n           .        x2      =  b2  
   .. .. ..    ……....                        ...              ... 

  an1 an2 an3…….ann  xn             bn 
 

persamaan paling atas digunakan untuk mengeliminr  x1 yang ada pada persamaan kedua, 

ketiga dan ke n. Oleh karena itu untuk mengeliminirnya maka persamaan paling atas 

dikalikan dengan dengan a21 sehingga kefisiennya sama dan dapat kita eliminir x1. 

Kemudian persamaan paling atas kita kalikan a31 dan kita eliminir x1.  Hal serupa untuk 

persaamaan berikutnya sampai kepada persamaan terakhir dikalikan dengan an1. Setelah 

tahap pertaman selesai maka matriks akan berubah menjadi sebagai berikut : 

1 a12
ʹ
 a13ʹ…….a1n

ʹ
  x1       b1

ʹ  

  0 a22
ʹ
 a23

ʹ
…….a2n

ʹ
  x2     =  b2

ʹ … 
   .. .. ..    ……....    ...           ... 

  0 an2
ʹ
 an3

ʹ
……ann

ʹ
  xn             bn

ʹ 
 

Langkah berikutnya membagi persaamaan kedua dari bentuk matriks diatas dengan 

koefisien  x2 yaitu a22
ʹ dari persamaan kedua untuk mendapatkan koefisieen  sama dengan 

satu dari persamaan tersebut. Setelah dilakukan proses tersebut maka didapatkan sebagai 

berikut. 

1 a12
ʹ
 a13ʹ…….a1n

ʹ
  x1        b1

ʹ 

  0 1 a23
ʹʹ
……a2n

ʹʹ
       .          x2    =   b2

ʹʹ  
   .. .. ..    …....  ...           ... 

  0 an2
ʹ
 an3

ʹ
….  ann

ʹ
   xn            bn

ʹ 
 

Kemudian persamaan kedua dikalikan dengan a12
ʹ  untuk mengeliminasi x2 dalam 

persamaan paling atas, kemudian dikalikan dengan a32
ʹuntuk mengeliminasi x2 dalam 

persamaan ketiga dan seterusnya sampai pada persamaan paling bawah. Dengan 
demikian didapatkan : 
  1 0 a13ʹʹ………a1nʹʹ    x1           b1ʹʹ 

147 

 

 

  


m

i 0

xi
o 



m

i 0

xi
1           



m

i 0

xi
2  …  



m

i 0

xi
n  ao      =  



m

i 0

yixi
o 

  


m

i 0

xi
1 



m

i 0

xi
2         



m

i 0

xi
3  …   



m

i 0

xi
n+1 a1    =  



m

i 0

yixi
1                    (8-10) 

  …………………………………             …        … 

  


m

i 0

xi
n      



m

i 0

xi
n+1     



m

i 0

xi
n+2  …   



m

i 0

xi
2n            an 

          



m

i 0

yixi
n

 

Contoh : 

Cari fungsi regresi polynomial derajat dua yang mendekati data- data berikut  : 

i x y 

0 0 1 

1 0,1 0,98 

2 0,2 0,9 

3 0,3 0,7 

4 0,4 0,5 

 

Ambil polynomial derajat dua atau n = 2 dan dengan m = 4 maka dari (7-9) didapat : 
 

 


m

i 0

xi
0 



m

i 0

xi
1              



m

i 0

xi
2               ao              



m

i 0

yixi
0 

 


m

i 0

xi
1 



m

i 0

xi
2              



m

i 0

xi
3        .a1     =    



m

i 0

yixi
1

 

 


m

i 0

xi
2 



m

i 0

xi
3               



m

i 0

xi
4              a2               



m

i 0

yixi
2

 

 
 
Dengan menggunakan rumus, n = 2 dan m = 4 maka : 
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Setelah dilakukan operasi kuadrat maka persamaan (8-9) menjadi : 

    = 


m

i 0

yi
2 – 2 



m

i 0

P(xi)yi + 


m

i 0

(P(xi))2 

Substitusikan bentuk polynomial dari P(xi) diatas dan didapatkan : 

    = 


m

i 0

yi
2 - 2



m

i 0

 (


n

j 0

ajxi
j)yi + 



m

i 0

 (


n

j 0

ajxi
j)2 

    = 


m

i 0

yi
2 - 2



n

j 0

aj(


m

i 0

yixi
j) + 



n

j 0




n

k 0

ajak(


m

i 0

xi
j+k) 

Seperti untuk problem linier R harus minimal maka haruslah : 

 
�*
�+,

 = 0 untuk j = 0,1,2,……..,n 

 0 = 
�*
�+,

 = -2


m

i 0

yixi
j + 2



n

k 0

ak


m

i 0

xi
j+k 

atau : 


n

k 0

ak


m

i 0

xi
j+k = 



m

i 0

yixi
j ,        j=0,1,2,…,n 

Persamaan diatas ditulis juga dalam bentuk berikut : 

ao


m

i 0

xi
0 + a1



m

i 0

xi
1 + a2



m

i 0

xi
2 + …+ an



m

i 0

xi
n = 



m

i 0

yixi
0 

ao


m

i 0

xi
1 + a1



m

i 0

xi
2 + a2



m

i 0

xi
3 + …+ an



m

i 0

xi
n+1 = 



m

i 0

yixi
1 

…………………………………………………………… 

ao


m

i 0

xi
n + a1



m

i 0

xi
n+1 + a2



m

i 0

xi
n+2 + …+ an



m

i 0

xi
2n = 



m

i 0

yixi
n 

Persamaan diatas dapat  ditulis dalam bentuk matriks berikut : 
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  0 1 a23ʹʹ………a2nʹʹ      x2     =     b2ʹʹ  
   .. ..  …         …....       ...                  ... 

  0 0 an3ʹʹ…….annʹʹ      xn                bnʹʹ             
 

Proses eliminasi untuk berikutnya adalah x3 dengan terlebih dahulu membagi persaamaan 

ketiga dengan koefisien x3 dan kemudian dilakukan eliminasi x3 yang ada dalam semua 

persamaan kecuali pada persamaan ketiga. Proses ini dilanjutkan kemudian dengan 

persamaan berikutnya dengan prosedur yang sama seperti diatas dan pada akhirnya 

didapatkan matrik diagonal sebagai berikut : 

1 0 0   ....  0          x1                b1
mʹ 

  0 1 0         0         x2    =      b2
mʹ   

   .. .. ..    .. . ..             ... 

  0 0 0……  . 1          xn                bn
mʹ             

Dari persamaan matriks terakhir diatas maka bagian diagonal dimana koefisien 

persamaan adalah satu sehingga solusi adalah : 

 x1 = b1
mʹ 

 x2 = b2
mʹ 

            .. 

 xn = bn
mʹ 

Contoh :  

Ambil persamaan seperti pada contoh diatas : 

2x1 + 4x2 -   x3    = -5     (a) 

   x1 +   x2 – 3x3   = -9     (b) 

  4x1 + x2 + 2x3   = 9     (c) 

Koefisien x1 dalam masing-masing persamaan (a),(b) dan (c) adalah  2, 1 dan -1. 

Persamaan (a) kita bagi dengan 2 yaitu koefisien x1 dari persamaan (a) dan memberikan 

: 
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 x1 + 2x2  -  
2
1

x3  =  -
2
5

     (a') 

Persamaan (a') dikalikan dengan dengan masing-masing koefisien x1 dari persamaan (b) 

dan (c) yaitu 1 dan 4 sehingga didapatkan sebagai berikut : 

1.x1 + 2x2 - 
2
1

x3 =  -
2
5      (b') 

4.x1 + 8x2 -  2x3  =  -10     (c') 

Persamaan (a'), (b') dan (c') sama dengan persamaan (a). Selanjutnya kita eliminir x1 

antara persamaan (b) dan (b') dan antara (c) dan (c'). Setelah dilakukan eliminir tersebut 

didapatkan sebagai berikut : 

 0. x1 + x2+ 2,5x3= 6,5     (b'') 

 0. x1 + 7x2-4x3 = -19     (c'') 

 x1 + 2x2  -   
2
1

x3  =  -
2
5     (a') 

Kita bagi persamaan (b'') dengan koefisien 1 yang merupakan koefisien dari x2dengan 

tujuan  untuk menyamakan koefisiennya agar dapat dieliminasi.  

 0. x1 + x2+ 2,5x3= 6,5     (b''') 

Kita kalikan persamaan ini dengan koefisien x2 dari persamaan (c'') dan (a'), didapatkan : 

 0. x1 +7x2+17,5x3= 45,5     (b4') 

 0. x1 + 2x2+ 5x3= 13     (b5') 

Didapatkan tiga persamaan dari (b''). Eliminir x2 antara persaamaan (b4') dan (c''), dan 

antara persamaan (b5') dan (a') serta  persmaan (b''') ditulis kembali didapatkan :   

             0. x1 + 0.x2+ x3      =  3    (c''') 

 x1 + 0.x2– 5,5x3 = -11,5    (a'') 

 0. x1 + x2+ 2,5x3 = 6,5    (b''') 
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Gambar 8-2 : Regresi Linier dari y(x) 

   

8.3 Regresi polynomial  

 Untuk fungsi pendekatan yang umum setiap kumpulan data (xi, yi) dengan i = 

0,1,2,…,m, dapat didekati dengan bentuk pendekatan polynomial atau regresi 

polynomial. Seperti telah diterangkan pada bab terdahulu sebelumnya bahwa polynomial 

adalah bentuk fungsi yang cocok untuk pendekatan suatu fungsi atau sekumpulan data 

yang kontinu.  Dengan  bentuk ini maka koefisien polynomial yang menentukan tepatnya 

atau tidaknya suatu fungsi regresi. Oleh karena uraian dibawah ini adalah untuk 

menghitung koefisien tersebut.  

 Bentuk polynomial  Pn(x) = 


n

j 0

ajx i
j  adalah bentuk polynomial berderajat n 

dengan n < m. Hubungan Pn(x) dengan yi membentuk residu, R sebagai berikut : 

 R = 


m

i 0

[yi – P(xi)]2                (8-9) 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8

y(x)

f(x)

f(x),y(x)

x
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


5

1i

[yi – (axi + b)]2 = [0,55 -(a+b.0)]2 + [0,7 – (a+0,15b)]2 + [0,96-(a + 

  0,31b)]2 + [1,11 – (a+0,5b)]2 + [1,3 – (a+0,6b)]2 

Persamaan terkahir masing-masing diturunkan terhadap a dan b sebagai berikut : 
 





5

1

)1)((
i

ii bxay (-0,55 + a + 0.b) + (-0,7+ a + 0,15b) + 

  (-0,96+ a + 0,31b) + (-1,11+ a + 0,5b) + (-1,3 + a + 0,6b) 
 = -4,62 + 5a + 1,56b = 0 





5

1

))((
i

iii xbxay (-0,55 + a + 0.b)0 + (-0,7+ a + 0,15b) 0,15  

 + (-0,96 + a + 0,31b) 0,31 + (-1,11+ a + 0,5b)  0,5 + (-1,3 +  
 a + 0,6b) 0,6 

 = -0,105 + 0,15a + 0,0225b - 0,2976 + 0,31a + 0,0961b 

 - 0,555 + 0,5a + 0,25b – 0,78 + 0,6a + 0,36b 

 = -1,7376 + 1,56a + 0,7286b = 0 

Dengan eliminasi Gauss dari kedua persamaan diatas didapatkan : 

 a = 0,542 

 b = 1,2244 

dan dengan demikian maka fungsi tersebut adalaah : 

 f (x) = 0,542 + 1,2244 x 

Adapun fungsi tersebut digambar seperti pada Gambar 8.2. 
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Dengan cara yang sama persamaan (c''') dikalikan dengan koefisien x3 dari persamaan 

(a'') dan  (b'''). Kemudian persamaan-persamaan tersebut secara berurutan kita eliminir x3 

dengan masing-masing persamaan (a'') dan  (b'''), sehingga didapatkan sebagai berikut : 

 x1 + 0.x2+ 0.x3= 1 

 0.x1 + x2+ 0.x3= -1 

 0.x1 + 0.x2+ x3= 3 

Dengan demikian maka solusi adalah : 

 x1  = 1 

 x2  = -1 

 x3  = 3 

3.1.4 Program komputer Gauss-Jordan 

    ' Metode Eliminasi Gauss-Jordan 
    data 2,4,-1,1,1,-3,4,1,2 
    data -5,-9,9 
    n=3 
    dim a(10,10),b(10),x(10),bb(10,10),cc(10,10) 
    print "Matrik A !" 
    print 
    for i=1 to n 
      for j=1 to n 
         read a1 
         a(i,j)=a1 
         print i,j,a(i,j) 
      next j 
      print 
    next i 
    print 
    for i=1 to n 
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       read b1 
       a(i,4)=b1 
    next i 
       for i=1 to n 
           for j=1 to n+1 
              bb(i-1,j)=a(i,j)-((a(1,j)*a(i,1))/a(1,1)) 
           next j 
        next i 
        for j=1 to n+1 
           bb(n,j)=a(1,j)/a(1,1) 
        next j 
        for i=2 to n 
           for j=1 to n+1 
              cc(i-1,j)=bb(i,j)-((bb(1,j)*bb(i,2))/bb(1,2)) 
           next j 
        next i 
        for j=1 to n+1 
           cc(n,j)=bb(1,j)/bb(1,2) 
        next j 
        'print 
        for i=2 to n 
           for j=1 to n+1 
              dd(i-1,j)=cc(i,j)-((cc(1,j)*cc(i,3))/cc(1,3)) 
           next j 
           'print 
        next i 
        for j=1 to n+1 
           dd(n,j)=cc(1,j)/cc(1,3) 
        next j 
        print "Solusi adalah :" 
        print   "i              x(i)" 
        print   "-              ----" 
        for i=1 to n 
           print i, using("###.##",dd(i,4)) 
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 

  

 

  














n

i

n

i

ii

n

i

n

i

n

i

iiii

xxn

yxyxn

a

1

2

1

2

1 1 1  

 

 

   

 

   














n

i

n

i

ii

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiii

xxn

yxxyx

b

1

2

1

2

1 1 1 1

2

 

 
Contoh : 
Sekelompok data seperti berikut : 
 

i xi yi 

1 0 0,55 

2 0,15 0,70 

3 0,31 0,96 

4 0,50 1,11 

5 0,60 1,30 

 
Kita ingin mencari hubungan analitis antara y dan x yang mendekati setiap data diatas 

atau y = f(x). Untuk itu dibentuklah f(x) = a + bx dan menurut persamaan (8-5) maka 

didapat : 

 R = 


5

1

[
i

iy – (a + bxi)]2 

Dengan data diatas maka didapatlah : 
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 




 n

i

iii xbxay
b

R

1

0))((2  

yang memberikan : 

  
 


n

i

n

i

i

n

i

i bxay
1 11

0  

  
 


n

i

n

i

ii

n

i

ii bxxaxy
1 1

2

1

0  

atau  na + b


n

i

ix
1

= 


n

i

iy
1

 

 a


n

i

ix
1

+ b


n

i

ix
1

2 = i

n

i

i yx
1

 

dimana 


n

i

a
1

= a + a +...+ a = na 

Dalam bentuk matriks ditulis sebagai berikut : 

n 


n

i

ix
1

          a           


n

i

iy
1

 

     =                (8-8) 




n

i

ix
1

 


n

i

ix
1

2
         b            i

n

i

i yx
1

 

  

Persamaan (8-8) dapat diselesaikan untuk mendapatkan a dan b dengan salah satu metode 

yang telah diberikan pada bab terdahulu. Dengan menyelesaikan persamaan (8-8) maka 

didapatkan : 
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        next i 
        print 
        print "selesai ...." 
50    end 
 
Hasil Program Komputer 

1             1             2 
1             2             4 
1             3             -1 
 
2             1             1 
2             2             1 
2             3             -3 
 
3             1             4 
3             2             1 
3             3             2 
 
Solusi adalah : 
 
i              x(i) 
-              ---- 
1               1.00 
2              -1.00 
3               3.00 

selesai .... 

3.1.5 Metode Cholesky 

Metode ini berlaku untuk hanya untuk matrik [A] tridiagonal saja, yang banyak 

dijumpai dalam problem khususnya didalam penyelesaian persamaan diferensial orde dua 

atau dengan kata lain persamaan diskretisasi sebagai hasil dari transformasi persamaan 

diferensial orde dua. Kita tinjau persamaan berikut yang mana koefisiennya membentuk 

matrik tridiagonal : 
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  b1x1 + c1x2    = y1 

  a2x1 + b2x2 + c2x3 = y2 

  …    ….          …….                            (3-3) 
        aixi-1 + bixi + cixi+1 = yi 

   anxn-1 + bnxn = yn 

 

Persamaan pertama dari (3-3) dapat dinyatakan x1 fungsi dari x2 sebagai berikut : 

 x1 = - 
1

1

b

c
x2 + 

1

1

b

y
                                      (3-4) 

Masukkan persamaan (3-4) kedalam persamaan kedua dari (3-3) sehingga persamaan 

kedua tersebut menjadi : 

 a2 









1

1
2

1

1

b

y
x

b

c
+ b2 x2 + c2x3 = y2 

dan persamaan diatas setelah dikelompokkan ditulis sebagai berikut : 

 







 2

1

21 b
b

ac
x2 = - c2x3 + y2 – a2

1

1

b

y
 

Dari persamaan terakhir diatas bahwa didapatkan x2 adalah fungsi dari x3 dan persamaan 

ini dimasukkan kedalam persamaan ketiga dari (3-3) maka x3 adalah fungsi dari x4dana 

bila dimasukkan kedalaam persamaan keempat dari (3-3) maka x4 adalah fungsi dari 

x5dan sterusnya sehingga dapat ditulis dalam bentuk umum berikut :  

 xi-1 = Ai-1xi + Bi-1 = f(xi) 

Dengan memasukkan persamaan terakhir diatas kedalam persamaan ke i dari (3-3) maka 

persamaan ke i tersebut menjadi : 

 ai (Ai-1 xi + Bi-1) + bixi + cixi+1 =  yi 

Persamaan terakhir dikelompokkan dan didapatkan : 
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Gambar 8.1 : Fungsi f(x) dan y(x) 

 

 R = 


n

i

ir
1

2  

Residu pada persamaan (8-4) dapat negatif dan positif sehingga apabila dijumlahkan akan 

dapat membuat sama dengan nol. Oleh karena itu untuk menghindari hal tersebut maka 

ruas kanan dikuadratkan untuk mendapatkan nilai positif dengan demikian maka : 

 R = 


n

i 1

[ y(xi)-f(xi)]2                      (8-5) 

Untuk fungsi  linier adalah  : 

 f(x) = a + bx                (8-6) 

Persamaan (8-6) substitusikan ke dalam (8-5) sehingga memberikan : 

 R =


n

i 1

[ yi  - (a + b xi)]2               (8-7) 

Metode ini sering disebut least square method. Persamaan (8-5) adalah persamaan tak-

linier karena mengandung pangkat dua dan oleh karena itu terdapat residu minimal. 

Untuk mendapatkan residu ini maka persamaan (8-7) diturunkan terhadap a dan 

bmenjadi: 

 




 n

i

ii bxay
a

R

1

0)1)((2  

a b

)ix(y

ix

)ix(f

y(x) f(x)
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Deviasi standard     σ = 
1

)(
1

2




n

yy
n

i

   

      = 
18

0128,0


 

   σ = 0,0427 

8.2 Regresi linier  

Suatu fungsi pada titik xi katakanlah y(xi), titik xi berada pada interval [a,b] ingin 

didekati oleh suatu fungsi lain. Fungsi y(x) adalah linier dalam interval tersebut dan oleh 

karena itu fungsi yang mendekatinya adalah juga linier. Fungsi yang mendekatinya 

katakan f(x) (Gambar 8.1) yang berbentuk linier sebagai berikut : 

  f(x) = 


m

k

kk x
0

)(               (8-3) 

 
dimana α adalah koefisien persamaan  

 φ adalah suatu lain yang fungsi x. 

 

Perbedaan kedua fungsi pada titik xi yang sama disebut residu pada titik xi sebagai berikut 
: 
 
 ri = y(xi)-f(xi) dengan  i = 1,2,3, …,n              (8-4) 
 

Untuk titik yang banyak diantara interval tersebut maka total residu adalah : 
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 xi = - 
iii

i

bAa

c

1

xi+1 + 
iii

iii

bAa

Bay








1

1               (3-5) 

Persamaan (3-5) bisa ditulis sebagai berikut : 

  xi = Aixi+1 + Bi                (3-6) 

dengan :  Ai = - 
iii

i

bAa

c

1

  

dan    Bi = 
iii

iii

bAa

Bay








1

1  

Ambil i = 1 dan kita masukkan kedalam rumus Ai  dan Biserta persamaan (3-6) sehingga 

didapatkan: 

  A1 = 
101

1

bAa

c




 

B1 = 
101

011

bAa

Bay




 

x1 =A1x2 + B1  

Kita bandingkan persamaan terakhir diatas dengan persamaan (3-4) maka haruslah :    Ao 

= 0 

          Bo = 0 

Dengan diketahuinya nilai Ao dan Bo maka dapat dihitung A1 dan B1, A2 dan B2….., An 

dan Bn dan dengan demikian bisa dihitung dengan mudah harga xi ,dengan i = 1,2,...,n. 

Untuk mengevaluasi koefisien maka perlu ditinjau khsus untuk i = n dan oleh karena itu 

kita ambil terlebih dahulu i = n-1 sehingga persamaan (3-6) menjadi : 

  xn-1 = An-1xn + Bn-1  

Harga ini kita masukkan ke persamaan terakhir dari (3-3) dan didapatkan : 
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  an (An-1xn + Bn-1 )+ bnxn = yn 

dan selanjutnya didapat : 

  xn = 
nnn

nnn

bAa

Bay








1

1  

Dari persamaan (3-6) untuk i=n maka xn =Anxn+1 + Bn. Nilai  xn+1 tidak ada karena sudah 

diluar dari 1,2,..,n maka bisa kita tiadakan sehingga : 

  xn = Bn                  (3-7) 

Dengan didapatkan xn maka nilai-nilai xn-1, xn-2, . . ., x1 bisa dihitung dengan persamaan 

(3-6). 

Contoh : 2x1 + x2   = 7 

  x1  + x2 – 3x3  = -10 

           6x2 –2x3 + x4 = 7 

         2x3 – 3x4 = 13 

Dengan memakai rumus Ai dan Bi diatas maka kita dapatkan : 

     
2
1

20
1

1

1
1 










bAa

c
A

oo

,   
2
7

20
07

101

011
1 










bAa

Bay
B   

      A2 = 6
1)2/1(1

3

212

2 






bAa

c
 ,

212

122
2

bAa

Bay
B




  

1)2/1(1
2/7.110




 = -27 

 
34

1
26.6

1

323

3
3











bAa

c
A ,                

323

233
3

bAa

Bay
B




  

              = 
26.6

27.67


   

              = 169/34 
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4 1,0700 

5 1,0900 

6 0,9700 

7 1,0200 

8 1,0100 

 

Untuk mempermudah perhitungan maka setiap komponen dari persamaan (8-2) 

ditabelkan sebagai berikut : 

Tabel 8-1 : Tabel Perhitungan 

i yi yi
2 yi - y  (yi - y )2 

1 1,0500 1,1025 0,0263 0,0007 

2 1,0000 1,0000 -0,0237 0,0006 

3 0,9800 0,9604 -0,0438 0,0019 

4 1,0700 1,1449 0,0463 0,0021 

5 1,0900 1,1881 0,0663 0,0044 

6 0,9700 0,9409 -0,0538 0,0029 

7 1,0200 1,0404 -0,0037 0,0000 

8 1,0100 1,0201 -0,0137 0,0002 

 y = 1,0237  ∑=0,0000 ∑ = 0,0128 

  

Dari rumus deviasi standard (8-2) maka dapat dihitung : 
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Nilai e dapat positif atau negatif dan apabila dijumlahkan maka dapat mengeliminir satu 

sama lain sehingga dapat membuat residu sama deangan nol. Oleh karena itu bagian 

sebelah kanan dari (8-1) dijumlahkan dan kemudian  dikuadratkan, sedangkan pada 

bagian sebelah kiri disebut tingkat kesalahan jumlah kuadrat St  atau : 

 

 



n

i

it yyS
1

2)(
 

 
Besarnya  St sangat tergantung dengan jumlah titik dari data yang mana semakin banyak 

data maka semakin besar kesalahan atau eror. Oleh karena itu agar tak tergantung dengan 

jumlah data maka diambil nilai rata-rata atau ditulis : 

 
1

)(

1
1

2

2












n

yy

n

S

n

i

i

t  

dimana  σ2 disebut varians. 

 Agar varians kembali seperti ke data semula maka deviasi standard yang disebut 

σ adalah : 

 
1

)(

1
1

2












n

yy

n

S

n

i

i

t                (8-2) 

Contoh : 

Deviasi standard dari data sejumlah n = 8 data dan yi sperti berikut ini : 

     i   yi 

 

1 1,0500 

2 1,0000 

3 0,9800 

55 

 

 

    0
3)34/1(2

0

434

4
4 










bAa

c
A ,       B4 = 

434

344

bAa

Bay




 

       1
3)34/1(2

34/169.213





  

Menurut (3-7) maka : 

 x4 = B4  = -1  

dan dari hubungan (3-6) maka didapatkan solusi dari persamaan sebagai berikut  

  x3  = A3 x4 + B3 = (-1/34).-1 + (169/34) = 5 

x2= A2 x3 + B2 = 6.5 + (-27) = 3 

x1  = A1 x2 + B1 = (-1/2).3 + (7/2) = 2 

 

3.1.6 Program komputer metode Cholesky 

    'Metode Cholesky utk penyelesaian linier matrix tridiagonal 
    dim x(50),a(50),b(50),c(50),ab(50),bb(50),y(50) 
    m=4 'jumlah persamaan 
    'pers : 
    '2x1 + x2            = 7 'a1x1+b1*x2+c1*x3 = y1 
    'x1 + x2 -3x3        = -10 
    '    6x2 - 2x3 + x4  = 7 
    '          2x3 - 3x4 = 13 
    data 0,1,6,2,2,1,-2,-3,1,-3,1,7,-10,7,13 
    for i=1 to m 
        read a1 
        a(i)=a1 
        print i,a(i) 
    next i 
    print 
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    for i=1 to m 
        read b1 
        b(i)=b1 
        print i,b(i) 
    next i 
    print 
    for i=1 to m-1 
        read c1 
        c(i)=c1 
        print i,c(i) 
    next i 
    print 
    for i=1 to m 
        read y1 
        y(i)=y1 
        print i,y(i) 
    next i 
    'syarat 
    print 
    ab(0)=0     'Ao=0  xn=bn 
    bb(0)=0     'Bo=0 
    for i=1 to m 
        ab(i)=(0-c(i))/(a(i)*ab(i-1)+b(i)) 
        bb(i)=(y(i)-a(i)*bb(i-1))/(a(i)*ab(i-1)+b(i)) 
        print i,ab(i),bb(i) 
    next i 
    'hitung xi 
    'rumus xi = Ai x(i+1) + Bi 
    'Syarat xn = Bn maka 
    print 
    print  "i           x(i)" 
    print  "-           ----" 
    x(m)=bb(m) 
    for i=m-1 to 1 step-1 
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 BAB 8. 

FUNGSI REGRESI 

8.1 Deviasi standard  

Sekelompok data dapat mempunyai penyimpangan dari nilai rata-rata dari data 

tersebut. Untuk menentukan deviasi standard tersebut ambil sejumlah data i = 1,2,3,..., n 

dengan fungsi setiap data adalah yi. Nilai rata-rata secara matematik adalah : 

  
n

y

y

n

i

i
 1  

Nilai rata-rata adalah jumlah dari masing-masing fungsi yi dibagi dengan jumlah data n. 

Penyebaran setiap data terhadap rata-rata dalam batas data tersebut dapat lebih besar atau 

lebih kecil dari nilai rata-ratanya. Perbedaan batas data tersebut didefinisikan dengan 

beda nilai data tertinggi dengan data terendah yang kita sebut R atau : 

 
 R = ymaks -  ymin 

dimana :  

 ymaks adalah nilai data maksimum dari yi. 

 ymin adalah nilai data minimum dari yi 

R tidak dapat dikatakan batas penyebaran karena terlalu jauh dari data yang lain. Oleh 

karena itu maka deviasi standard didasarkan atas nilai rata-rata y  yang merupakan 

penyebaran dari nilai-nilai yi. Perbedaan antara data dengan rata-rata disebut residu 

sebagai berikut : 

 yye ii                   (8-1) 
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1          0.1000         0.0000         0.1000 
 2         0.2000         0.0100         0.1990 
 3         0.3000         0.0299         0.2950 
 4         0.4000         0.0594         0.3860 
 5         0.5000        0.0980          0.4700 
 6        0.6000         0.1450          0.5450 
 7        0.7000         0.1995          0.6090 
 8        0.8000         0.2604          0.6600 
9         0.9000         0.3264          0.6960 
 10      1.0000         0.3960          0.7150 

 
Soal : 

Selesaikan persamaan berikut dengan metode Euler, Runge Kutta orde dua dan empat 

serta dengan metode Adam : 

1. y' = 1 – y dengan 0 ≤ t ≤ 2 dan y(0) = 0 

2. y' = t + y dengan 0 ≤ t ≤ 2 dan y(0) = -1 
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        x(i)=ab(i)*x(i+1)+bb(i) 
        'print i,x(i) 
    next i 
    print 
    for i=1 to m 
        print i,x(i) 
    next i 
    print "selesai..." 
    end 
 

Hasil Program Komputer  

1             1 
2             -3 
3             1 
 
1             7 
2             -10 
3             7 
4             13 
 
1             -0.5          3.5 
2             6             -27 
3             -0.29411765E-1              4.97058824 
4             0             -1 
 
i           x(i) 
-           ---- 
1             2 
2             3 
3             5 
4             -1 
selesai... 
Soal latihan : 

1. Selesaikan dengan metode eliminasi Gauss dan Gaus-Jordan dari : 
4x1 –   x2 +   x3 = 8 
2x1 + 5x2 + 2x3 = 3 
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  x1 + 2x2 + 4x3 = 11 
 

2. Selesaikan dengan metode Cholesky dari : 
a. 4x1 + x2     = 6 
    x1 + 4x2 + x2    = 12 
               x2 + 4x3 + x4 = 18 
     x3 + 4x4 = 19 

 

b. 2x1 – x2        = 1 
 -x1 + 2x2 – x3       = 0 
        -x2 + 2x3 – x4       = 0 
     -x3 + 2x4   = 1   
 

d.  6x1 + x2    = 0 
       x1 + 4x2 + x3   = 1 
                x2 + 4x3 +x4   = 2 
                          x3 + 4x4 + x5  = -6 
                 x4 + 4x5 + x6  = 2 
                               x5 + 4x6 + x7    = 1 
                      x6 + 6x7 = 0 

 

3.2 Metode iterasi 

Prinsip metode ini adalah dengan melakukan perhitungan variabel yang dicari 

berulang-ulang sampai konvergen dan akhirnya didapatkan solusi. Perhitungan ini 

dimulai dengan memberi nilai awal secara sembarang dari variabel yang dicari. Ada 

beberapa jenis metode iterasi yang akan diterangkan dibawah ini. 
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     = 0 + 0,1 . 0 = 0  

 i= 1 : z2 = z1 + ∆t(1 – t1
2)  

     = 0,1 + 0,1 (1 – 0,12) = 0,199 

  y2 = y1 +∆tz1 

     = 0 + 0,1 . 0,1 = 0,01 

i= 2 : z3 = z2 + ∆t(1 – t2
2)  

     = 0,199 + 0,1 (1 – 0,22) = 0,295  

  y3 = y2 +∆tz2 

     = 0,01 + 0,1 . 0,199 = 0,0299 

i= 3 : z4 = z3 + ∆t(1 – t3
2)  

     = 0,295 + 0,1 (1 – 0,322) = 0,386 

  y4 = y3 +∆tz3 

     = 0,0299 + 0,1 . 0,295 = 0.0594    

 

Perhitungan dilanjutkan dengan cara yang sama untuk i = 4,5,...,10 dan hasil dapat dilihat 
pad tabel berikut : 

Tabel 7-2 : Hasil Perhitungan 

  i       t  y      z 
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 . 

 ),...,,( 211 xzzfz
dx

dz
nn

n    

 

Contoh : 

Tinjau persamaan diferensial orde dua berikut : 

 12
2

2

 t
dt

yd
      , 0 ≤ t  ≤ 1 

Kondisi awal : 

 t = 0    maka  y = 0 
 t = 0    maka  yʹ = 0 

Untuk penyelesaian persamaan tersebut kita gunakan metode yang paling sederhana yaitu 

metode Euler. Untuk itu kita asumsikan sebagai berikut : 

 )(tz
dt

dy
    dengan kondisi awal y(0) = 0 

Dengan substitusi persamaan terakhir dengan persamaan diatas maka didapatkan : 

 12  t
dt

dz
  dengan kondisi awal z(0) = 0 

Dengan demikian ada dua persamaan diferensial orde satu yang akan diselesaikan dengan 

masing-masing mempunyai kondisi awal. Pilih n = 10 titik diskretisasi dan dengan 

demikian Δt = 1/n = 1/10 = 0,1. Rumus Euler (7-4) memberikan : 

 zi+1  = zi + ∆tf(zi,ti)  

       = zi + ∆t(1 – t2) 

Untuk i = 0 :  z1 = z0 + ∆t(1 – to
2) 

    = 0 + 0,1 (1 – 0) = 0,1 

  y1 = yo +∆tzo 
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3.2.1 Metode Jacobi 

Metode ini adalah yang paling sederhana dalam penyelesaian suatu persamaan 

linier. Variabel yang ingin dicari dikeluarkan dari setiap persamaan secara berurutan agar 

dapat dihitung variabel tersebut secara berurutan juga. Untuk itu x1 dikeluarkan dari 

persamaan pertama, x2 dari persamaan kedua, x3 dari persamaan ketiga dan seterusnya 

sampai pada xn dari persamaan n.  

Tinjau sejumlah n persamaan sebagai berikut : 

  a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + … a1nxn  = b1   

  a21 x1 + a22x2 + a23 x3 + … a2nxn  = b2                                (3-8) 

  …..  ...... …… 

  an1 x1 + an2x2 + an3 x3 + … annxn  = bn 

Kita misalkan a11, a22, a33, dan ann  tidak sama dengan nol maka dari masing-masing 

persamaan (3-8) dapat dikeluarkan x1, x2, ..., xnberikut  

 x1 = 
11

1
a

 nnxaxaxab 13132121 ...  

 x2 = 
22

1
a

 nnxaxaxab 23231212 ...              (3-9) 

     …. 

 xn = 
nna

1  112211 ...  nnnnnn xaxaxab  

Langkah berikutnya adalah dengan memberi nilai awal untuk masing-masing x1 , x2 dan 

xn. Nilai awal ini adalah sembarang sesuai dengan yang kita inginkan. Tanda pemberian 

nilai awal ditunjukkan dengan membubuhkan indeks (o) pada masing-masing variabel 

diatas yaitu x1
(o) , x2

(o) …. xn
(o). Selanjutnya dari persamaan (3-9), untuk proses 
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perhitungan pertama atau iterasi ke satu yang ditulis dengan indeks (1) adalah sebagai 

berikut : 

 x1
(1)= 

11

1
a

 )(
1

)(
313

)(
2121 ... o

nn

oo
xaxaxab   

 x2 
(1) = 

22

1
a

 )(
2

)(
323

)(
1212 ... o

nn

oo
xaxaxab         (3-10) 

  ….  …..   …….. 

 xn
(1)= 

33

1
a

 )(
11

)(
232

)(
1313 ... o

nnn

oo
xaxaxab   

Indeks (o) yang terdapat pada bagian sebelah kanan dari persamaan (3-10) menyatakan 

nilai kondisi awal yang kita berikan semula dan oleh karena itu x1
(1), x2 

(1),...., xn
(1) dapat 

dihitung.Proses perhitungan berikutnya sama seperti diatas yaitu dengan menggunakan 

persamaan (3-10) untuk iterasi kedua dengan indeks (2) perhitungan sebagai berikut :  

x1
(2)= 

11

1
a

 )1(
1

)1(
313

)1(
2121 ... nn xaxaxab   

 x2
(2) = 

22

1
a

 )1(
2

)1(
323

)1(
1212 ... nn xaxaxab            (3-11) 

 ….  …..   …….. 

 xn
(2)= 

33

1
a

 )1(
11

)1(
232

)1(
1313 ...  nnn xaxaxab  

Bagian sebelah kanan dari pers. (3-11) berindeks (1) yang menunjukkan bahwa bagian 

sebelah kanan digunakan nilai  x1
(1), x2 

(1),...., xn
(1) yang telah dihitung dari iterasi pertama 

diatas. Proses iterasi ketiga dan seterusnya sampai iterasi ke (it) dilakukan dengan cara 

yang sama seperti diatas.  
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diberikan dibawah ini untuk problem dengan kondisi awal. Sebagai contoh persamaan 

diferensial orde n sebagai berikut : 

 

 )(...1

1

1 xfya
dx

yd
a

dx

yd
a on

n

nn

n

n  



  

Dengan jumlah kondisi awal n – 1. Persamaan diatas diselesaikan dengan 
mengasumsikan :  

y = z1 

maka : 2
1 z

dx

dz

dx

dy
  

 3
2

2

2

z
dx

dz

dx

yd
  

 . 
 . 

 n
n

n

n

z
dx

dz

dx

yd
 




1

1

1

 

 
dx

dz

dx

yd n

n

n

 = 







 



 )(...
1

11

1

1 xfya
dx

dy
a

dx

yd
a

a
on

n

n

n

 

   = ))(...(
1

12211 xfzazazaza
a

oonn

n

   

Persamaan-persamaan diatas masing-masing mempunyai kondisi awal dan persamaan 

tersebut representasi dari sejumlah persamaan diferensial orde satu. sebagai berikut : 

 ),...,,( 2112
1 xzzfz

dx

dz
  

 ),...,,( 2123
2 xzzfz

dx

dz
  

 . 
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Solusi dari : dy/dt = -t.y 
t                Euler           RK_2         RK_4         Adam          Eksak 
-                -----              -----           -----             ----              -----        
0                 1                  1                 1                   1                 1       
0.1              1.00000       0.99501       0.99501       1.00000       0.99501 
0.2              0.99000       0.98020       0.98020       0.98500       0.98020 
0.3              0.97020       0.95600       0.95600       0.96045       0.95600 
0.4              0.94109       0.92313       0.92312       0.92708       0.92312 
0.5              0.90345       0.88252       0.88250       0.88586       0.88250 
0.6              0.85828       0.83532       0.83527       0.83796       0.83527 
0.7              0.80678       0.78279       0.78270       0.78469       0.78270 
0.8              0.75031       0.72628       0.72615       0.72744       0.72615 
0.9              0.69028       0.66717       0.66698       0.66761       0.66698 
1                0.62816       0.60680       0.60653       0.60658       0.60653 
1.1              0.56534       0.54643       0.54607       0.54564       0.54607 
1.2              0.50315       0.48720       0.48675       0.48594       0.48675 
1.3              0.44277       0.43011       0.42956       0.42848       0.42956 
1.4              0.38521       0.37596       0.37531       0.37408       0.37531 
1.5              0.33128       0.32540       0.32465       0.32337       0.32465 
1.6              0.28159       0.27887       0.27804       0.27680       0.27804 
1.7              0.23654       0.23665       0.23575       0.23462       0.23575 
1.8              0.19633       0.19886       0.19790       0.19694       0.19790 
1.9              0.16099       0.16548       0.16448       0.16371       0.16447 
2                 0.13040       0.13636       0.13534       0.13477       0.13534 
 
selesai ... 

7.5 Persamaan differensial orde n 

Kita telah mempelajari penyelesaian persamaan diferensial orde satu dengan 

kondisi awal seperti telah diberikan diatas. Dalam keadaan sesungguhnya bisa saja kita 

dihadapkan kepada persamaan diferensial orde dua, tiga atau orde n. Oleh karena itu perlu 
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x1
(it)= 

11

1
a

 )1(
1

)1(
313

)1(
2121 ...   it

nn

itit
xaxaxab  

 x2 
(it) = 

22

1
a

 )1(
2

)1(
323

)1(
1212 ...   it

nn

itit
xaxaxab   

 ….  …..   …….. 

 xn
(it)= 

33

1
a

 )1(
11

)1(
232

)1(
1313 ... 


  it

nnn

itit
xaxaxab  

Kriteria untuk menghentikan perhitungan apabila nilai-nilai  x1
(it), x2 

(it)  dan xn
(it) sudah 

konvergenai adalah dengan dua kriteria dibawah ini dipenuhi yaitu konvergen absolut 

dan relatif yang dirumuskan sebagai berikut : 

Konvergen absolut : xi
(it) - xi

(it-1)< 

 Konvergen relatif   : )(

)1()(

it

i

it

i

it

i

x

xx


< 

 ≈ 0 atau dengan kata lain  sangat kecil. Bila nilai-nilai xisudah konvergen maka proses 

perhitungan berhenti. Nilai-nilai sudah konvergen yang berarti nilai-nilai tersebut praktis 

sudah tidak berubah lagi anatara iterasi satu dengan lainnya dan nilai ini merupakan solusi 

dari persamaan. 

 

Contoh : -5x1 + x2  = -107 

   x1 - 3x2  = -64 

dengan ε = 0,001 

Seperti diuraikan diatas, maka didapatkan : 

  x1 = )107(
5
1

2 x  

  x2 = )64(
3
1

1 x  
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Selanjutnya kita tentukan nilai awal (inisialisasi) yang pada dasarnya adalah sembarang. 

tetapi biasanya diambil nol dan karena itu : x1
(o) = x2

(o)  = 0. 

Untuk iterasi ke 1 : 

  x1
(1) = )1070(

5
1

 = 21,4000 

  x2
(1) = )640(

3
1

  = 21,3333 

Iterasi ke 2 :  

  x1
(2) = )1073333,21(

5
1

 = 25,6667 

  x2
(2) = )644000,21(

3
1

  = 28,4667 

Iterasi ke 3 

  x1
(3) = )1074667,28(

5
1

 = 27,0933 

  x2
(3) = )646667,25(

3
1

  = 29,8889 

Selanjutnya kita dengan cara yang sama didapatlah nilai-nilai dalam tabel berikut : 

Tabel 3-1: Hasil dengan metode Jacobi 

it x1 x2 

0 0 0 

1 21,4000 21,3333 

2 25,6667 28,4667 

3 27,0933 29,8889 

4 27,3778 30,3644 

5 27,4729 30,4593 
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    for i=0 to l 
      'Euler 
         t(i)=i*dt 
         ye(i+1)=ye(i)-(dt*ye(i)*t(i)) 
       'Runge Kutta orde 2 
         t2=t(i)+(dt/2) 
         yrk2=yr2(i)-((dt/2.0)*yr2(i)*t2) 
         yr2(i+1)=yr2(i)-(dt*yrk2*t2) 
       'Runge Kutta orde 4 
       f1=0-dt*t(i)*yr4(i) 
       f2=0-dt*(t(i)+(dt/2))*(yr4(i)+f1/2) 
       f3=0-dt*(t(i)+(dt/2))*(yr4(i)+f2/2) 
       f4=0-dt*(t(i)+dt)*(yr4(i)+f3) 
       yr4(i+1)=yr4(i)+((f1+(2*f2)+(2*f3)+f4)/6) 
       'eksak 
       z(i+1)=exp(0-0.5*((i+1)*dt)^2) 
       'Adam orde 2 
       f1=0-t(i)*ya(i) 
       if i=0 then 
            f2=0 
       end if 
       if i>0 then 
            f2=0-t(i-1)*ya(i-1) 
       end if 
       ya(i+1)=ya(i)+((dt/2)*(3*f1-f2)) 
10     t(i+1)=t(i)+dt 
       print 
t(i+1),using("####.#####",ye(i+1)),using("####.#####",yr2(i+1)),using("####.#####",
yr4(i+1)),using("####.#####",ya(i+1)),using("####.#####",z(i+1)) 
    next i 
    print "selesai ..." 
    end 
 
Hasil program computer 
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1.1              0.56534       0.54643       0.54607       0.54564       0.54607 

1.2              0.50315       0.48720       0.48675       0.48594       0.48675 

1.3              0.44277       0.43011       0.42956       0.42848       0.42956 

1.4              0.38521       0.37596       0.37531       0.37408       0.37531 

1.5              0.33128       0.32540       0.32465       0.32337       0.32465 

1.6              0.28159       0.27887       0.27804       0.27680       0.27804 

1.7              0.23654       0.23665       0.23575       0.23462       0.23575 

1.8              0.19633       0.19886       0.19790       0.19694       0.19790 

1.9              0.16099       0.16548       0.16448       0.16371       0.16447 

7.4.3 Program komputer 

    'Metode Euler,  Runge_Kutta, Adam dan Eksak 
    'Penyelesaian persamaan dy/dt =-t.y dengan y(0)=1 
    dim y(100),ye(100),z(100),x(100),yr2(100),yr4(100),tr2(100),t(100), te(100),ya(100) 
    'cls 
    l=19 
    dt=0.1 
    t(0)=0 
    x(0)=1 
    yr2(0)=1 
    yr4(0)=1 
    z(0)=1 
    ye(0)=1 
    ya(0)=1 
    print "Solusi dari : dy/dt = -t.y" 
    print 
    print "t                Euler           RK_2         RK_4         Adam          Eksak" 
    print "-                -----           -----       -----         ----          -----" 
    print "0                1             1             1             1             1" 
    tt(0)=0 
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6 27,4919 30,4910 

7 27,4982 30,4973 

8 27,4995 30,4994 

9 27,4999 30,4998 

10 27,5000 30,5000 

 

Test konvergen  absolut pada iterasi ke 10 dan ke 9 : 

 εr = 27,5000- 27,4999 = 0,0001 dan   

 εr = 30,5000- 30,4998 = 0,0002 

yang sudah dianggap sangat kecil karena εr < ε.Sehingga solusi dari persamaan diatas 

adalah :   

x1 = 27,5   

x2 = 30,5 

3.2.2 Program komputer metode Jacobi 

         'metode iterasi Jacobi 
        dim x1(1000),x2(1000) 
        er=1E-5 
        x1(0)=0     'nilai awal 
        x2(0)=0 
        print "it               x1             x2" 
        print "--               --             --" 
        it=0 
5       it=it+1 
         x1(it)=(x2(it-1)+107)/5 
         x2(it)=(x1(it-1)+64)/3 
        print it,using("###.#####",x1(it)),using("###.#####",x2(it)) 
        if abs(x1(it)-x1(it-1))<er then 
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           goto 10 
        end if 
       goto 5 
10  print "selesai" 
      end 
 

Hasil perhitungan metode Jacobi 

 persamaan adalah : 

er =          0.00001 

it                   x1                 x2 
--                  --                   -- 
1              21.40000      21.33333 

2              25.66667      28.46667 

3              27.09333      29.88889 

4              27.37778      30.36444 

5              27.47289      30.45926 

6              27.49185      30.49096 

7              27.49819      30.49728 

8              27.49946      30.49940 

9              27.49988      30.49982 

10             27.49996      30.49996 

11             27.49999      30.49999 

12             27.50000      30.50000 

Selesai 

 

Soal  

Selesaikan persamaan berikut dengan metode iterasi Jacobi. Ambil x1
(o), x2

(o), x3
(o) dan ε 

= 0.0001. 
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 yi = yi+1 - ∆t fi+1 + 
2

2t
f'i+1 - 

!3

3t
f''i+1 + … 

dan menjadi : yi+1 = yi + ∆t fi+1 - 
2

2t
f'i+1 + 

!3

3t
f''i+1 + …         (7-19) 

Rumus orde 1 ditulis dengan hanya mengambil dua bagian sebelah kanan dari (7-19) 

yaitu : 

 yi+1 = yi + ∆t fi+1                    (7-20) 

untuk menghitung yi+1 kita butuh fi+1 yaitu tergantung pada dia sendiri. Oleh karena itu 

pakai metode iterasi. Kita berikan nilai awal y(0)
i+1 kita masukkan ke (7-20) dan kemudian 

memberikan nilai baru y(1)
i+1 dari : y(1)

i+1 = yi + ∆tf(y(0)
i+1,ti+1). 

Tabel 7.1 : Hasil Perhitungan 

Solusi dari : dy/dt = -t.y 

 

t                Euler           RK_2         RK_4         Adam          Eksak 
     -                -----             -----              -----         -------          -------- 
  0                1              1              1             1                  1 

0.1              1.00000       0.99501       0.99501       1.00000       0.99501 

0.2              0.99000       0.98020       0.98020       0.98500       0.98020 

0.3              0.97020       0.95600       0.95600       0.96045       0.95600 

0.4              0.94109       0.92313       0.92312       0.92708       0.92312 

0.5              0.90345       0.88252       0.88250       0.88586       0.88250 

0.6              0.85828       0.83532       0.83527       0.83796       0.83527 

0.7              0.80678       0.78279       0.78270       0.78469       0.78270 

0.8              0.75031       0.72628       0.72615       0.72744       0.72615 

0.9              0.69028       0.66717       0.66698       0.66761       0.66698 

1                0.62816       0.60680       0.60653       0.60658       0.60653 
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Kita gantikan f'i dan f''i dengan beda mundur dengan menjaga orde cukup tinggi. Kita 

nyatakan f'i dengan bantuan persamaan beda kiri mundur : 

 

f'i = 
t

ff ii


 1 + 

2
t

f''i                   (7-15) 

f''i = 
t

fff iii


  212

                         (7-16) 

Persamaan (7-15) dan (7-16) dimasukkan ke (7-14) memberikan : 

yi+1 = yi + ∆tfi + 
2

2t




















 

2
211 2

2 t

ffft

t

ff iiiii  +  








 

2
21

3 2
6 t

ffft iii  

atau : 

yi+1 = yi + 
12

t
(23 fi – 16 fi-1 + 5 fi-2)            (7-17) 

7.4.2 Metode Adam tertutup 

Kita gunakan polynomial Taylor mundur : 

y(t) = y(t + ∆t - ∆t)  

= y(t+∆t) - ∆t y' (t+∆t) + 
2

2t
y''(t+∆t) +  

!3

3t
y'''(t+∆t) + ….  

          (7-18) 

Kita tahu bahwa : y' = f   ,   y'' = f',… dst, persamaan ini ditulis untuk t =ti : 
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4x1 –   x2 +   x3 = 8 

2x1 + 5x2 + 2x3 = 3 

  x1 + 2x2 + 4x3 = 11 

3.2.3 Metode Gauss-Seidel 

Metode ini adalah lanjutan dari metode Jacobi yang hanya berbeda sedikit  yang 

mana pada metode ini nilai-nilai terakhir yang baru selesai dihitung pada iterasi yang 

sama dapat digunakan langsung untuk menghitung nilai-nilai berikutnya. Pada metode 

Jacobi nilai digunakan secara paket digunakan untuk iterasi berikutnya tetapi dengan 

metode pemakaian Gaus-Seidel nilai-nilai tidak secara paket atau nilai yang telah 

dihitung pada iterasi yang sama langsung dipakai pada iterasi yang sama pula. 

Persamaam (3-10) dengan menggunakan metode Gauss-Seidel menjadi : 

 x1
(1)= 

11

1
a

 )(
1

)(
313

)(
2121 ... o

nn

oo
xaxaxab   

 x2 
(1) = 

22

1
a

 )(
2

)(
323

)1(
1212 ... o

nn

o
xaxaxab           (3-12) 

  …. ….   …….. 

 xn
(1)= 

33

1
a

 )1(
11

)1(
232

)1(
1313 ...  nnn xaxaxab  

Iterasi ke it didapat sebagai berikut : 

x1
(it)= 

11

1
a

 )1(
1

)1(
313

)1(
2121 ...   it

nn

itit
xaxaxab  

 x2 
(it) = 

22

1
a

 )1(
2

)1(
323

)(
1212 ...   it

nn

itit
xaxaxab   

 ….  …..   …….. 
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 xn
(it)= 

33

1
a

 )(
11

)(
232

)(
1313 ... it

nnn

itit
xaxaxab   

Kita lihat persamaan (3-12) bahwa untuk iterasi kesatu nilai x1
(1) yang baru selesai 

dihitung digunakan langsung untuk menghitung x2
(1). Selanjutnya x1

(1)  dan x2
(1) yang telah 

dihitung digunakan untuk menghitung x3
(1) dan begitu seterusnya perhitungan dilakukan 

dengan cara yang sama sampai konvergen. Prinsip konvergen sama seperti yang telah 

diterangkan pada metodi Jacobi diatas. 

 

Contoh : 

Ambil persamaan yang sama seperti contoh diatas : 

  -5x1+x2  = -107 

x1-  3x2  = -64 

dengan nilai awal kita ambil sama seperti diatas maka : 

Untuk it = 1: x1
(1) = )107(

5
1 )0(

2 x  

      = )1070(
5
1

  = 21,4000 

  x2
(1) = )64(

3
1 )1(

1 x  

= )644,21(
3
1

 = 28,4667 

it = 2: x1
(2) = )107(

5
1 )1(

2 x  

        = )1074667,28(
5
1

 = 27,0933     

 x2
(2) = )64(

3
1 )2(

1 x  
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 yi+1 = yi + ∆t fi + 
2

2t
f'i + 

!3

3t
f''i + …            (7-10) 

a. Rumus orde 1 :  

         Kita ambil dua bagian pada sebelah kanan dari (7-10) dan memberikan : 

 yi+1 = yi + ∆t fi                    (7-11) 

Persamaa (7-11) adalah sama dengan metode Euler. 

 

b. Rumus orde 2 : 

   Kita ambil tiga bagian dari (7-10) : 

 yi+1 = yi + ∆t fi + 
2

2t
f'i              (7-12) 

f'i kita gantikan dengan beda kiri berikut : 

 f'i = 
t

ff ii


 1

 

sehingga didapatkan :  

 yi+1 = yi + ∆t fi + 
2

2t
t

ff ii


 1  

atau ditulis : yi+1 = yi + 
2
t

 (3fi – fi-1)             (7-13) 

dapat dilihat bahwa untuk menghitung yi+1 maka harus diketahui fi dan fi-1.  

c. Rumus orde 3 : 

Ambil tiga bagian dari (7-10) : 

 yi+1 = yi + ∆t fi + 
!2

2t
f'i + 

!3

3t
f''I            (7-14) 
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 y3 = y2 + 
6
1

(f1+ 2f2 + 2f3 + f4)   

 = 0,9802 - 
6
1

(0,0196 + 2. 0,024260,02426 + 2. 0,0242+  

   0,02868) 

  = 0,956 

Dengan cara yang sama seperti diatas, kita dapat lanjutkan perhitungan untuk i = 6, i = 

7,...., i = n.  Hasil perhitungan selanjutnya ditunjukkan dalam Tabel 

7.4 Metode Adam 

Metode Adam ada 2 jenis yaitu jenis terbuka dan tertutup 

7.4.1 Metode Adam terbuka 

Tinjau persamaan :     

),( tyf
dt

dy
                (7-8) 

y(0) = y0 

Kembangkan dengan polynomial Taylor  disekitar t dan memberikan : 

y(t + ∆t) = y(t) + ∆ty'(t) + 
!2

2t
y''(t)+ 

!3

3t
y'''(t) + …..             (7-9) 

Persamaan (7-8) dan (7-9) memberikan : 

 y'(t) = f(y,t)   ;   y''(t)  = f'(y,t)   ;   ……. dst 

Persamaan (7-9) ditulis pada saat t = ti dan memberikan : 
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= )640933,27(
3
1

 = 30,3644 

it = 3: x1
(3) = )107(

5
1 )2(

2 x  

        = )1073644,30(
5
1

 = 27,4729 

 x2
(3) = )64(

3
1 )3(

1 x  

= )644729,27(
3
1

 = 30,4910 

it = 4 : x1
(4) = )107(

5
1 )3(

2 x  

        = )1074729,27(
5
1

 = 27,4982 

 x2
(4) = )64(

3
1 )4(

1 x  

= )644982,27(
3
1

 = 30,4994 

Selanjutnya dengan cara yang sama untuk iterasi selanjutnya hasil perhitungan ditabelkan 

dalam tabel 3-2. 

Tabel 3-2 : Hasil dengan metode Gauss-Seidel 

it x1 x2 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

21,4000      

27,0933      

27,4729      

27,4982      

27,4999      

27,5000 

28,4667 

30,3644 

30,4910 

30,4994 

30,5000 

30,5000 

Dengan  yang sama seperti pada metode sebelumnya, dapat dilihat bahwa dengan 

metode Gauss-Sedidel bahwa jumlah iterasi hanya 6 kali yang lebih sedikitjumlahnya 

dari metode Jacobi yaitu 10 kali yang berarti waktu untuk proses perhitungan juga lebih  

singkat. 

3.2.4 Program komputer metode Gauss-Seidel 

    'Metode Iterasi Gauss-Seidel 
    dim x1(10),x2(10) 
    cls 
    x1(0)=0  'nilai awal 
    x2(0)=0  'nilai awal 
    er=1E-5 
    print "Bentuk persamaan : a11 x1 + a12 x2 = b1 " 
    print "                   a21 x1 + a22 x2 = b2 " 
    print "a11=":input a11 
    print "a12=":input a12 
    print "a21=":input a21 
    print "a22=":input a22 
    print "b1=":input b1 
    print "b2=":input b2 
    print 
    Print " persamaan adalah :" 
    print a11,a12,b1 
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 y1  = 0,995 

i = 1 : f1  =  - ∆t t1y1 = - 0,1.0,1.0,995 = -0,00995 

 f2 = ∆t  f 





 


 111 2

1
,

2
fy

t
t = -0,1. 0,15.(0,995 + 

2
1

0,00995) 

    = -0,01485 

 f3 = ∆t f 





 


 211 2

1
,

2
fy

t
t  = -0,1.0,15.(0,995 - 

2
1

0,01485) 

        = -0,01481 

 f4 = ∆t f(t2,y1 + f3) = - 0,1.0,2.(0,995 -  0,01481) = - 

      0,01960 

 y2 = y1 + 
6
1

(f1+ 2f2 + 2f3 + f4)   

 = 0,995 - 
6
1

(0,00995 + 2. 0,01485 + 2. 0,01481 + 0,01960) 

         = 0,9802 

i = 2 : f1  =  - ∆t t2y2 = - 0,1.0,2.0,9802 = -0,0196 

 f2 = ∆t  f 





 


 122 2

1
,

2
fy

t
t = -0,1. 0,25.(0,9802 + 

2
1

 

       0,0196) 

                = -0,02426 

 f3 = ∆t f 





 


 222 2

1
,

2
fy

t
t  = -0,1.0,25.(0,9802 - 

2
1

0,02426) 

        = -0,0242 

 f4 = ∆t f(t3,y2 + f3) = - 0,1.0,3.(0,9802 -  0,0242) = - 

      0,02868 
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 yi+1 = yi + 
6
1

(f1+ 2f2 + 2f3 + f4)                    7-7) 

dengan   yo = y(t=0) 

  f1 = ∆t f(ti,yi) 

  f2 = ∆t  f 





 


 12

1
,

2
fy

t
t ii  

  f3 = ∆t f 





 


 22

1
,

2
fy

t
t ii  

  f4 = ∆t f(ti+1,yi + f3) 

 

Contoh : 

Ambil persamaan diatas :  

 ty
dt

dy
  dengan kondisi awal : y(0) = 1 

Untuk i = 0 dari rumus orde empat didapat : 

 f1  =  - ∆t toyo = - 0,1.0.1 = 0 

 f2 = ∆t  f 





 


 12

1
,

2
fy

t
t oo = -0,1. 0,05.(1- 

2
1

0) = -0,005 

 f3 = ∆t f 





 


 22

1
,

2
fy

t
t oo  = -0,1.0,05.(1 - 

2
1

0,005) = - 

      0,0050 

  f4 = ∆tf(t1,yo + f3) = - 0,1.0,1.1 -  0,0050) = -0,01005 

 y1 = yo + 
6
1

(f1+ 2f2 + 2f3 + f4)  = 1 – (0 +2. 0,005 + 2. 0,0050  

  + 0,01005)/6 
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    print a21,a22,b2 
    print 
    print " It                  x1                  x2" 
    print " --                  --                  --" 
    ' 
    it=0 
10  it=it+1 
    x1(it)=(b1-a12*x2(it-1))/a11 
    x2(it)=(b2-a21*x1(it))/a22 
    print it,using ("########.####",x1(it)),using ("########.####",x2(it))    ' 
    if abs(x1(it)-x1(it-1))<er then 
       if abs(x2(it)-x2(it-1))<er then 
          goto 20 
       end if 
    end if 
    goto 10 
20  print "selesai..." 
    end 
Hasil Perhitungan 

persamaan adalah : 

         -5    1            -107  

          1   -3            -64  

Efsilon =      1E-004  

 Iterasi              x1          x2  

------  -------  -- 

   1                21.4000      28.4667 

   2                27.0933      30.3644 

   3                27.4729      30.4910 

   4                27.4982      30.4994 

   5                27.4999      30.5000 
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   6                27.5000      30.5000 

   7                27.5000      30.5000 

Selesai 

 

Soal  

Selesaikan persamaan berikut dengan metode iterasi Gauss-Seidel. Ambil x1
(o), x2

(o), x3
(o) 

= 0 dan ε = 0.0001. 

4x1 –   x2 +   x3 = 8 

2x1 + 5x2 + 2x3 = 3 

  x1 + 2x2 + 4x3 = 11 

3.2.5 Metode Relaksasi 

Prinsip metode ini sama seperti metode-metode diatas, namun didalam proses 

metode relaksasi ini dipakai nilai sisipan yang dihitung dengan rumus berikut : 

  xi
*(it) = xi

(it-1) + .(xi
(it) - xi

(it-1)) 

dimana :   xi
*(it): adalah nilai sisipan pada iterasi ke it 

      :  adalah faktor relaksasi 

Didalam praktek  kita tentukan secara sembarang. Namun demikian, batasannya adalah 

: 

  0 <  < 2 

Apabila  > 2 proses perhitungan sering divergen artinya tidak mengarah ke solusi.Pada 

umumnya bila: 

1 <  < 2  : digunakan untuk mempercepat konvergen dari suatu proses iterasi  

 yang sudah konvergen dan ini disebut relaksasi atas.  

0 <  < 1  : sering membuat konvergen dari suatu proses yang divergen  
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  t2+1/2 = t2 + 
2
t

= 0,2 + 
2
1,0

= 0,25 

 y3= y2 - ∆t t2+1/2 y2+1//2= 0,98015 - 0,1 . 0,25. 0,9703 = 0,9558 

 i = 3  :  y3+1//2 = y3 -
2
t

t3y3 = 0,9558 -
2
1,0

. 0,3. 0,9558 = 0,9414 

  t3+1/2 = t3 + 
2
t

= 0,3 + 
2
1,0

= 0,35 

 y4 = y3 - ∆t t3+1/2 y3+1//2= 0,9558 - 0,1 . 0,35. 0,9414 = 0,9228 

 i = 4  :  y4+1//2 = y4 -
2
t

t4y4 = 0,9228 -
2
1,0

. 0,4. 0,9228 = 0,9043 

  t4+1/2 = t4 + 
2
t

= 0,4 + 
2
1,0

= 0,45 

 y5 = y4- ∆t t4+1/2 y4+1//2= 0,9228 - 0,1 . 0,45. 0,9043 = 0,8821 

 i = 5  :  y5+1//2 = y5-
2
t

t5y5 = 0,8821 -
2
1,0

. 0,5. 0,8821 = 0,8600 

  t5+1/2 = t5 + 
2
t

= 0,5 + 
2
1,0

= 0,55 

 y6= y5 - ∆t t5+1/2y5+1//2= 0,8821 - 0,1 . 0,55. 0,86 = 0,8348 

Dengan cara yang sama seperti diatas, kita dapat lanjutkan perhitungan untuk i = 6, i = 

7,...., i = n. Hasil perhitungan selanjutnya ditunjukkan dalam 

7.3 Metode Runge-Kutta orde empat 

 Rumus orde empat diberikan sebagai berikut : 
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 yi+1 = yi + ∆t. f(yi+1/2,ti+1/2)               (7-5) 

dengan ti+1/2 = ti + 
2
t

 dan  

 yi+1/2 = yi + ),(
2 ii tyf
t

               (7-6) 

yi+1/2 dan ti+1/2 harus dihitung terlebih dahulu dan kemudian setelah itu dapat dihitung  yi+1 

dengan (7-5). 

 

Contoh :  

Ambil soal yang sama seperti diatas  

 
dt

dy
= -t y dengan kondisi awal : y(0) = 1  dan 0 ≤ t  ≤ 2.   

Ambil jumlah titik yang sama seperti contoh diatas sehingga ∆t = 0,1. 

Untuk i = 0  dari (7-6):  

  y1/2 = y0 -
2
t

toyo = 1 -
2
1,0

. 0. 1= 1,0 

  t1/2 = t0 + 
2
t

= 0 + 
2
1,0

= 0,05 

  y1 = y0 - ∆t t1/2 y1/2= 1 - 0,1 . 0,05.1 = 0,995 

 i = 1 : y1+1//2 = y1-
2
t

t1y1 = 0,995 -
2
1,0

. 0,1. 0,995 = 0,99 

  t1+1/2 = t1 + 
2
t

= 0,1 + 
2
1,0

= 0,15 

  y2= y1 - ∆t t1+1/2 y1+1/2= 0,995 - 0,1 . 0,15. 0,99 = 0,98015 

 i = 2  :  y2+1//2 = y2 -
2
t

t2y2 = 0,98015 -
2
1,0

. 0,2. 0,98015= 0,9703 
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 dan ini disebut relaksasi bawah.  

 = 1  : ini berarti kembali ke metode Gauss-Seidel yang dapat dibuktikan  

 dengan memasukkan nilai ini pada rumus sisipan diatas.  

Dalam penggunaannya bisa digunakan nilai yang sama dari  untuk keseluruhan 

perhitungan atau  yang berbeda untuk bagian yang berbeda. Didalam praktek nilai faktor 

ini dicoba-coba dan dilihat evolusi solusinya, setelah itu baru ditetapkan untuk digunakan 

selanjutnya. 

Pada iterasi ke it sebagai berikut : 

x1
(it)= 

11

1
a

 )1*(
1

)1*(
313

)1*(
2121 ...   it

nn

itit
xaxaxab  

 x2 
(it) = 

22

1
a

 )1*(
2

)1*(
323

)*(
1212 ...   it

nn

itit
xaxaxab   

 ….  …..   …….. 

 xn
(it)= 

33

1
a

 )*(
11

)*(
232

)*(
1313 ... it

nnn

itit
xaxaxab   

Contoh : 

Seperti soal pada contoh sebelumnya : 

  -5x1+x2  = -107 

x1-  3x2  = -64 

dan diambil  = 1,02 

Nilai awal : x1
(o) = x2

(o)  = 0  maka : 

Untuk I t=1 :  

x1
(1) = )107(

5
1 )0(

2 x  

         = )1070(
5
1

  = 21,4000 
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x1
*(1) = x1

(o) +  (x1
(1) - x1

(o))   

=  0 + 1,02 (21,4000 - 0) = 21,8280 

 x2
(1) = )64(

3
1 )1(*

1 x  

       = )648280,21(
3
1

  = 28,6093 

 x2
*(1) = x2

(o)+ (x2
(1) - x2

(o))  

 = 0 + 1,02 (28,6093- 0) = 29,1815 

 Untuk it = 2 :  

x1
(2)= 

5
1

(x2
*(1) +107) 

        = 
5
1

(29,1815 +107) = 27,2363 

x1
*(2) = x1

(1) +  (x1
(2) - x1

(1)) 

=  21,4000 + 1,02 (27,2363- 21,4000) = 27,3530 

 x2
(2) = 

3
1

(x1
*(2)  + 64)    

      = 
3
1

(27,3530 + 64) = 30,4510 

 x2
*(2) =x2

(1)+ (x2
(2) - x2

(o))  

        = 28,6093 + 1,02 (30,4510 - 28,6093) = 30,4070 

Selanjutnya dengan cara yang sama untuk iterasi selanjutnya hasil perhitungan ditabelkan 

sebagai berikut : 

 

Tabel 3-3: Hasil dengan Metode Relaksasi 

it x1 x2 x1
* x2

* 
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Gambar 7.1 : 

Diskretisasi bidang 

dalam t 

Contoh :  

Selesaikan persamaan berikut : 

 
dt

dy
= -t y  dengan kondisi awal : y(0) = 1 dan 0 ≤  t  ≤ 2.   

Dari persamaan (7-4) maka didapatkan :  

 yi+1  = yi - ∆t.ti .yi  

Ambil jumlah titik diskretisasi n = 20 maka ∆t = tmak / n  = 2 / 20 = 0,1. 

Pada kondisi awal t = 0 maka yt=0 = 1 atau y0 = 1 (Gambar 7.1). 

Untuk  i = 0 :  y1 = y0 - ∆t.t0.y0 = 1 - 0,1 .0 . 1 = 1,0 

i = 1   :  y2 = y1 - ∆t.t1.y1 = 1,0 - 0,1 .0,1 . 1 = 0,99. 

i = 2   :  y3 = y2 - ∆t.t2.y2 = 0,99 - 0,1 .0,2 . 0,99 = 0,97 

i = 3   :  y4 = y3 - ∆t.t3.y3 = 0,97 - 0,1 .0,3 . 0,97 = 0,9409 

i = 4   :  y5 = y4 - ∆t.t4.y4 = 0,9509 - 0,1 .0,4 . 0,9409 = 0,9123 

i = 5   :  y6 = y5 - ∆t.t5.y5 = 0,9123 - 0,1 .0,5 . 0,9123 = 0, 8666 

Dengan cara yang sama seperti diatas, kita dapat lanjutkan perhitungan untuk i = 6, i = 

7,...., i = n-1. Hasil perhitungan selanjutnya ditunjukkan dalam Tabel 7.1 

7.2 Metode Runge-Kutta orde dua 

 Metode Euler disebut juga metode Runge-Kutta orde satu. Rumus Runge Kutta 

orde dua sebagai berikut : 

t

0= t mt= t

0 1 2 n
● ● ● ●
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),,....,,( 21 tyyyf
dt

dy
nn

n     dengan kondisi awal :  yn(0) = yn0 

Secara umum persamaan-persamaan diatas ditulis sebgai berikut :  

 ),( tYF
dt

dY
  dengan kondisi awal Y(0) = Yo             (7-1) 

Pada akhirnya bentuk yang akan diselesaikan adalah persamaan (7-1). Berikut dibawah 

ini akan diuraikan penyelesaian persamaan tersebut. 

7.1 Metode Euler  

Metode ini adalah yang paling sederhana. Ambil persamaan untuk diselesaikan dalam 

bentuk seperti diatas untuk satu persamaan berikut : 

 y’ = ),( tyf
dt

dy
   dengan kondisi awal y(0) = yo             (7-2) 

Dengan polynomial Taylor derajat satu, y  diberikan sebagai berikut : 

 y(t + ∆t) = y(t) + ∆t y'(t)  

dengan mensubstitusikan persamaan (7-2) ke bentuk polynomial diatas  maka bentuk 

polynomial tersebut menjadi : 

  y(t + ∆t) = y(t) + ∆t f(y,t)               (7-3) 

atau dalam bentuk diskretisasi ditulis : 

 yi+1  = yi + ∆t f(yi,ti)                (7-4) 

Pada t = 0 dengan diskretisasi bidang seperti Gambar 7-1 maka dari (7-4)  dengan 

memasang i = 0 dapat dihitung y1= y0+ ∆t f(y0,t0) yang mana y1 adalah nila y pada kondisi 

awalt = 0. Setelah y1 didapat maka lanjutkan dengan i = 1 dan didapat y2 = y1 + ∆t f(y1,t1) 

yang mana y1 adalah nilai yang didapat dari perhitungan sebelumnya. Perhitungan 

dilanjutkan dengan cara yang sama sampai pada titik i = n. 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

21,4000 

27,2363   

27,4976  

27,5004      

27,5000 

27,5000                 

28,6093     

30,4510      

30,5009     

30,5001      

30,5000     

30,5000      

21,8280     

27,3530      

27,5028     

27,5004      

27,5000 

27,5000      

29,1815 

30,4878 

30,5019 

30,5001 

30,5000 

30,5000 

 

Soal 

Selesaikan persamaan berikut dengan metode iterasi Relaksasi. Ambil x1
(o), x2

(o), x3
(o), λ 

= 1.05 dan ε = 0.0001. 

4x1 –   x2 +   x3 = 8 

2x1 + 5x2 + 2x3 = 3 

  x1 + 2x2 + 4x3 = 11 

3.2.6 Program komputer metode Relaksasi 

    'Metode Iterasi Relaksasi 
    ' 
    dim x1(50),x2(50),x1s(50),x2s(50) 
    cls 
    x1(0)=0 
    x2(0)=0 
    er=1E-5 
    fr=1.05 
    print "Bentuk persamaan : a11 x1 + a12 x2 = b1 " 
    print "                   a21 x1 + a22 x2 = b2 " 
    print 
    a11=0-5 
    a12=1 
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    a21=1 
    a22=0-3 
    b1=0-107 
    b2=0-64 
    'iterasi 
    cls 
    Print " persamaan adalah :" 
    print a11,a12,b1 
    print a21,a22,b2 
    print 
 
    print " Iterasi        x1          x2 " 
    print " _______      ______      ______" 
    it=0 
10  it=it+1 
    if it=1 then 
       x1(it)=(b1-a12*x2(it-1))/a11 
    end if 
    if it>1 then 
           x1(it)=(b1-a12*x2s(it-1))/a11 
    end if 
    x1s(it)=x1(it-1)+fr*(x1(it)-x1(it-1)) 
    x2(it)=(b2-a21*x1s(it))/a22 
    x2s(it)=x2(it-1)+fr*(x2(it)-x2(it-1)) 
    print it,using("##.######",x1(it)),using ("##.######",x2(it)) 
    if abs(x1(it)-x1(it-1))<er then 
       if abs(x2(it)-x2(it-1))<er then 
          goto 20 
       end if 
    end if 
    goto 10 
20    print "selesai" 
    end 
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Penyelesaian persamaan tersebut dilakukan dengan metode Choleski dan dengan 

program komputer yang sama seperti contoh diatas maka didapatkan sebagai berikut : 

 y1 = -0,011 cm     y2 = -0,020 cm

   

 y3 = -0,026 cm  

 y4 = -0,031 cm 

Untuk titik 5 dimana  y5 sama dengan y4 oleh karena kondisi batas. 

 

 

 BAB 7. 

PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFFERENSIAL DENGAN 

KONDISI AWAL 

 Persamaan diferensial sesungguhnya ada dua macam kondisi yaitu persamaan 

diferensial dengan kondisi batas dan dengan kondisi awal. Untuk kondisi batas telah 

diuraikan pada bab enam terdahulu yang merupakan contoh konkrit dari penyelesaian 

persamaan diferensial dengan kondisi batas. Oleh karena itu dalam bab ini tidak akan 

diuraikan kembali. Untuk persamaan diferensial dengan kondisi awal adalah pada kondisi 

t = 0 yang mana t adalah waktu. Oleh karena itu akan diuraikan dibawah ini. 

 Persamaan diferensial dengan kondisi awal t = 0, dimana t adalah  waktu, ditulis 

dalam bentuk : 

),,....,,( 211
1 tyyyf

dt

dy
n   dengan kondisi awal :  y1(0) = y10 

),,....,,( 212
2 tyyyf

dt

dy
n    dengan kondisi awal :  y2(0) = y20 

 … …………  ….  ….. 
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         Gambar 5-3 : Kondisi batas y'(x) = 0 

 

Kondisi batas sebagai berikut : 

y = 0 pada x = 0 

      y'=0 pada x = 40 cm 

Ambil 5 titik seperti pada gambar diatas. Persamaan diskretisasi adalah sama seperti 

contoh diatas yaitu sebagai berikut : 

 yi-1 – 2yi + yi+1 = 2,2 . 10-3 

Dengan memasukkan titik-titik i = 1, 2,…5  maka didapatkan : 

 y0 – 2y1 + y2  = 2,2 . 10-3 

 y1 – 2y2 + y3  = 2,2 . 10-3 

 y2 – 2y3 + y4  = 2,2 . 10-3 

 y3 – 2y4 + y5  = 2,2 . 10-3 

 dy/dx│x=40cm = 0  maka yi+1 – yi = 0  sehingga y5 = y4 

Dalam persamaan diatas y0 = 0 dan y5 digantikan dengan y4dan persamaan terakhir dalam 

bentuk matriks diatas menjadi : 

 y3 – 2y4 + y4 = 2,2 . 10-3 

atau y3 – (2-1)y4= 2,2 . 10-3 

Oleh karena itulah persmaan terakhir dalam bentuk matrik dibawah ini koefisien b4 = -1.  

 -2 1    0        y1                      2,2 . 10-3
 

 1 -2 1 0 y2               2,2 . 10-3  

 0 1 -2 1 y3        =       2,2 . 10-3
 

 0 0 1 -1 y4                      2,2 . 10-3
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Hasil program 

persamaan adalah : 

-5            1             -107 

1             -3            -64 

 Iterasi        x1          x2 

 _______      ______      ______ 

1             21.400000     28.823333 

2             27.452900     30.585182 

3             27.534655     30.512914 

4             27.501860     30.500073 

5             27.499886     30.499929 

6             27.499984     30.499996 

7             27.500000     30.500000 

8             27.500000     30.500000 

selesai 

Kita lihat bahwa jumlah iterasi semakin kecil bila dibandingkan dengan metode 

Gauss-Seidel. Ini berarti waktu untuk proses perhitungan semakin sedikit. Pada soal ini 

perbedaan jumlah iterasi kecil namun untuk problem yang besar dengan jumlah 

persamaan banyak maka perbedaan semakin penting karena berhubungan dengan  waktu 

yang dibutuhkan. 
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Gambar 3.1 : Jumlah iterasi setiap metode 

 
Gambar 3.2 : Jumlah iterasi setiap metode 

 

Soal : 

Selesaikan persamaan berikut dengan metode Eliminasi Gauss dengan segitiga bawah 

dan segitiga atas dari : 

1. 2x1 – x2 + x3= -1   3. x1 + x2 - x3= 3 

0

5

10

15

20

25

30

0 5 10 15

M. Jacobi

M. Gauss Seidel

Relaksasi

it

1x

0

5

10

15

20

25

30

35

0 2 4 6 8 10 12

M. Jacobi

M. Gauss Seidel

M. Relaksasi

it

2x
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Persamaan yang akan diselesaikan adalah seperti persamaan (6-4) akan tetapi koefisien 

b1, c1, d1dan   an,  bn, dn berubah nilainya seperti dari hasil pembandingan dua persamaan 

diatas yaitu persamaan (6-10) dan (6-14). 

 Sekarang kita gunakan bentuk turunan orde satu berikut : 

 dy/dx|x=0 = yo' =
x2

1
 (yi+1 – yi-1)   

 yi-1= yi+1 - 2Δx yo' 

Untuk i = 1 maka : 

 y0= y2 - 2Δx yo'               (6-15) 

Persamaan  (6-15) disubstitusikan ke persamaan (6-7) dan didapatakan  

 a1(y2 - 2Δx yo')+ b1y1 +c1 y2 = d1 (6-16) 

atau    b1y1 + (c1 + a1) y2 = d1 + 2a12Δx yo' 

maka  c1 dan bagian sebelah kananya dalam persamaan (6-4) berubah menjadi   

 c1 = (c1 + a1) 

 d1 – a1yo= d1 + 2a12Δx yo' 

Contoh : 

Aplikasi kondisi batas bentuk y'(x). 

Contoh diatas dapat diterapkan kondisi di batas bentuk y'(x). Dari kondisi pembe-banan 

poros diatas maka defleksi akan simetris. Oleh karena itu di tenganh poros defleksi 

maksimum sehingga dapat ditulis y'(x) = 0 (Gambar  5-3). 
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   b1y1 + c1y2 = d1                            (6-9) 

bandingkan persamaan (6-8) dan (6-9) maka haruslah sebagai berikut  

  b1 = 4a1 + 3b1 

  c1 = 3c1 – a1                                   (6-10)  d1 = 

3d1 + 2a1 ∆x yo' 

Sama halnya bila kondisi batas pada x = l yaitu (dy/dx)x=L= yL', maka dengan 

menggunakan beda kiri orde dua yaitu :  

 yL'=  2143
2

1
 

 iii yyy
x

                           (6-11)  

dengan memasang i = n + 1 pada persamaan (6-11) dan i = n pada (6-1) maka didapatkan 

: 

  3yn+1 – 4yn + yn-1 = 2∆x yL' 

  anyn-1 + bnyn + cnyn+1 = dn 

Dari kedua persamaan terakhir diatas yn+1 dielimansi karena nilai ini tidak diketahui dan 

didapatlah persamaan : 

 
 (3an – cn) yn-1 + (3bn + 4cn) yn = 3dn –2cn ∆x yL'           (6-12) 

Untuk  i = n  persamaan (6-1) menjadi : 

  anyn-1 + bnyn = dn             (6-13) 

Bandingkan persamaan (6-13) dan (6-12) maka haruslah : 

 an = 3an – cn,   

 bn = 3bn + 4cn                                            (6-14) 

 dn= 3dn –2cn ∆x yL'. 
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      3x1 + 3x2 + 9x3 = 0   2x1 – x2 + 3x3= 0 

      3x1 + 3x2 + 5x3 = 4   -x1 – 2x2 + x3= -5 

 

2. x1 +   x2 -    x3 = 3   4.  3x1 + x2 - 5x3 = 14 

-x1 +   x2 +   x3 = 2   2x1 + x2 - 3x3 = 5 

x1 + 3x2 -    x3 = 8         -x1 – x2 -   x3= 4 

 

Selesaikan dengan metode Gauss-Seidel dan Relaksasi dari (ɛ = 0,01) dan nilai awal x1= 

x2 = 0: 

 
1. 2x1 + x2 = 2    3.    3x1 - x2     = 117 

x1 – 2x2 = -2           - x1 + 2x2  = 51 
 

2. -5x1 + 2x2  = -5    4.   -5x1 + 4x2 = -30 
   x1  - 3x2   = -25          3x1 – 7x2 = -5 

5. -5x1 + 4x2 = -30 
 3x1 – 7x2  = -5 
 

6. 3x1 + 2x2 = 60 
x1 + 5x2  = 85 
 

7. -7x1 + 2x2 = -8 
  4x1 – 3x2 = -1 
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 BAB 4. 

PENYELESAIAN PERSAMAAN TAK-LINIER 

Prinsip penyelesaian persamaan tak-linier adalah dengan iterasi. Oleh karena 

persamaan tak-linier tidak bisa langsung dikeluarkan atau dicari variabel yang dicari. 

Persamaan tak-linier diselesaikan dengan melinierkannya terlebih dahulu untuk nantinya 

dapat diselesaikan. Secara umum persamaan tak-linier ditulis sebagai berikut. 

A(x).x – B = 0                 (4-1) 

4.1 Metode Newton-Rapshon 

Untuk sejumlah n persamaan tak-linier ditulis sebagai berikut : 
 
  f1(x1,x2,……,xn) = 0  

  f2(x1,x2,……,xn) = 0               (4-2) 

  …………………… 

  fn(x1,x2,……,xn) = 0 

Untuk uraian berikut ini kita tinjau 2 persamaan berikut ini : 

  f1(x1,x2) = 0 

  f2(x1,x2) = 0 

Kita beri nilai awal untuk x1, x2 yang ditulis x1
(o) = x1

o dan x2
(o) = x2

o.  

Dari bab terdahulu mengenai turunan suatu fungsi :  

  xi = xi – xi-1 
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Defleksi :        
y( 1 )= -0.0110 
y( 2 )= -0.0198 
y( 3 )= -0.0264 
y( 4 )= -0.0308 
y( 5 )= -0.0330 
y( 6 )= -0.0330 
y( 7 )= -0.0308 
y( 8 )= -0.0264 
y( 9 )= -0.0198 
y( 10 )= -0.0110 

6.4 Kondisi batas dlam bentuk y’(x) 

Kalau kondisi diatas dimana x = 0 adalah (dy/dx)x=o = yo', maka dengan 

menggunakan beda kanan orde dua yaitu :  

 dy/dx|x=0 = yo' =  2143
2

1
 

 iii yyy
x

             (6-5) 

Untuk i = 0 yaitu pada x = 0 maka  persamaan (6-5) menjadi : 

 yo' =  2143
2

1
yyy

x
o 


                    (6-6)  

Untuk i = 1, persamaan (6-1) menjadi : 

 a1 yo + b1y1 +c1 y2 = d1                (6-7) 

Dari persamaan (6-6) dan (6-7) dapat dieliminasi yo karena nilai yo  tidak diketahui 

sehingga didapatkan persamaan : 

 
 (4a1 + 3b1) y1 + (3c1 – a1) y2 = 3d1 + 2a1 ∆xyo'             (6-8) 

Untuk  i = 1 persamaan (6-1) menjadi : 
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 print 
 for i=1 to m 
    print tab(10);"y(";i;")=";using  
  "###.####";x(i) 
 next i 
 end 
 
→Hasil Program Komputer 

   i      a(i)        b(i)       c(i)       y(i) 
  ---     ----        ----       ----       ---- 
  1      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
  2      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
  3      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
4      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
  5      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
  6      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
  7      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
  8      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
  9      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
 10      1.0000    -2.0000     1.0000     0.0022 
 
  i A(i)       B(i) 
 --- ----       ---- 
  1        0.5000     -0.0011 
  2        0.6667     -0.0022 
  3        0.7500     -0.0033 
  4        0.8000     -0.0044 
  5        0.8333     -0.0055 
  6        0.8571     -0.0066 
  7        0.8750     -0.0077 
  8        0.8889     -0.0088 
  9        0.9000     -0.0099 
  10    0.9091     -0.0110 
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oleh karena xadalah variabel yang dicari makai  disini adalah iterasi yaitu i iterasi yang 

sekarang dan i-1 adalah iterasi sebelumnya. Oleh karena itu, dalam hal ini, ditulis sebagai 

berikut : 

 
  xi

(it) = xi
(it)– xi

(it-1) 

atau  xi
(it) = xi

(it-1) + xi
(it) 

Selanjutnya aplikasi ke persamaan dua variabel diatas ditulis : 

x1
(it) = x1

(it-1) + x1
(it) 

  x2
(it) = x2

(it-1) + x2
(it) 

Tinjau untuk it = 1 maka :  

x1
(1) = x1

(o) + x1
(1) 

x2
(1) = x2

(o) + x2
(1) 

Untuk menyederhanakan penulisan, persamaan diatas ditulis : 

x1 = x1
o + x1 

x2 = x2
o + x2 

Kalau x1danx2 diketahui maka kita bisa hitung x1 dan x2. Oleh tugas berikutnya 

dibawah ini adalah untuk mencari rumusan untuk menghitung x1danx2. 

Dengan polynomial Taylor derajat satu, persamaan (4-2) diatas ditulis : 

f1(x1,x2) = f1(x1
o,x2

o) + x1f1
′(x1

o)+ x2f1
′(x2

o)   = 0                  (4-3) 

f2(x1,x2) = f2(x1
o,x2

o) + x1f2
′(x1

o)+ x2f2
′(x2

o)   = 0                  (4-4) 
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Untuk mendapatkan x1 maka kita harus mengeliminir x2 dari persamaan (4-3) dan (4-

4) diatas. Oleh karena itu maka persamaan (4-3) dikalikan dengan f2
′(x2

o)dan persamaan 

(4-4) dikalikan dengan f1
′(x2

o) sehingga menjadi : 

f1(x1
o,x2

o) f2
′(x2

o)  + x1f1
′(x1

o)f2
′(x2

o) + x2f1
′(x2

o) f2
′(x2

o)  = 0 

f2(x1
o,x2

o) f1
′(x2

o)  + x1f2
′(x1

o)f1
′(x2

o) + x2f2
′(x2

o)  f1
′(x2

o) = 0 
    __________________________________________________ - 

f2(x1
o,x2

o) f1
′(x2

o) - f1(x1
o,x2

o) f2
′(x2

o) + x1(f2
′(x1

o)f1
′(x2

o) - f1
′(x1

o) f2
′(x2

o)) = 0 

maka : 

x1 = 
)()()()(

)(),()(),(

2
'

11
'

22
'

21
'

1

2
'

22112
'

1212
oooo

oooooo

xfxfxfxf

xfxxfxfxxf


              (4-5) 

Dengan cara yang sama, kita eliminirx2 dan kita dapatkan :  

  x2 = 
)()()()(

)(),()(),(

1
'

12
'

21
'

22
'

1

1
'

22111
'

1212
oooo

oooooo

xfxfxfxf

xfxxfxfxxf


              (4-6) 

x1 dan x2 dapat dihitung dengan rumus (4-5) dan (4-6). Setelah didapat maka kita 

hitung untuk iterasi pertama : 

  x1
(1) = x1

(o) + x1
(1) 

  x2
 (1) = x2

(o) + x2
(1) 

Proses diatas kita ulangi sampai proses menjadi konvergen.Dari uraian diatas, secara 

umum untuk n persamaan atau n variabel yang dicari maka dapat ditulis (dari persamaan 

4-3 dan 4-4) : 

 F(X) = F(XO + X) = F(XO) + [J(XO)] X = 0             (4-7) 

dimana [J(Xo)] disebut matriks Jacobienne atau pada  X = Xo : 
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 for i=1 to m 
    read c(i) 
 next i 
 print 
        for i=1 to m 
           read y(i) 
        next i 
 print 
9 aa(0)=0 
 bb(0)=0 
 for i=1 to m 
    aa(i)=-c(i)/(a(i)*aa(i-1)+b(i)) 
    bb(i)=(y(i)-a(i)*bb(i-1))/(a(i)*aa(i-1)+b(i)) 
        next i 
        x(m)=bb(m) 
 for i=m-1 to 1 step-1 
    x(i)=aa(i)*x(i+1)+bb(i) 
 next i 
 print 
 print " i    a(i)    b(i)       c(i)       y(i)" 
 print "---  ----    ----       ----       ----" 
 for i=1 to m 
   print tab(15);i;using "######.####"; 
  a(i),b(i),c(i),y(i) 
 next i 
 print 
 print "  i        A(i)        B(i)" 
 print " ---       ----        ----" 
 for i=1 to m 
    print tab(25);i,tab(29);using "#######.####"; 
  aa(i),bb(i) 
 next i 
 print 
 print tab(10) "Defleksi :       " 
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4 -0,031 cm 

5 -0,033 cm 

6 -0,033 cm 

7 -0,031 cm 

8 -0,026 cm 

9 -0,020 cm 

10 -0,011 cm 

 

6.3 Program komputer  

 'Program Komputer Kondisi batas  
 ' Metode Choleski untuk Matrik tridiagonal 
 defint i-n:defdbl a-h:defdbl o-z 
 dim a(20),b(20),c(20),y(20),AA(20),BB(20),x(20) 
 cls 
 data 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2,-2 
 data 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0.0022,0.0022, 

data 0.0022,0.0022,0.0022,0.0022 
 data 0.0022,0.0022,0.0022,0.0022 
 print 
8 print 
 m=10 
 for i=1 to m 
    read a(i) 
 next i 
 print 
 for i=1 to m 
    read b(i) 
 next i 
 print 
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1

1

x

f




2

1

x

f




   …….  
nx

f


 1  

[J(X)] =  ….   …                         (4-8) 

  
1x

fn




2x

f n




   …….  
n

n

x

f




 

Persamaan (4-3) dan (4-4) memberikan : 

 
1

1

x

f




2

1

x

f




    …….   
nx

f


 1            x1 -  f1 

 
1

2

x

f




2

2

x

f




    …….   
nx

f


 2    .       x2         =   -f2             (4-9) 

      ….     ….   … ….. ….          …       

 
1x

fn




 
2x

f n




   …….   
n

n

x

f




          xn -  fn 

Persamaan (4-9) adalah persamaan linier dengan jumlah  n persamaan. Bila hanya ada 

dua persamaan dengan dua variabel maka matrik Jacobien mempunyai hanya dua kolom 

dan dua baris, bila ada 3 maka menjadi 3 kolom dan tiga baris , dan seterusnya. Dengan 

X = {x1 , x2 , ….., xn} dan F(X) = {-f1, -f2, …, -fn} persamaan (4-9) dapat diselesaikan 

dengan mudah menggunakan metode yang telah diterangkan pada bab terdahulu untuk 

menghitung x1, ….., xn  seperti metode eliminasi Gauss. Secara analitis persamaan (4-

9) didapat : 

  X = F(X) . [J(X)]-1 

dan dengan demikian didapat pula :  
 

  X(1) = X(0) + X(1) 

Atau untuk iterasi ke it, secara umum ditulis : 
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  X(it) = X(it-1) + X(it) 

Proses perhitungan diulangi sampai tercapai konvergen. 

Contoh : 

Tinjau dua persamaan berikut : 

 100 + 30x1 – 6,5x1
2 – 0,5x2

2 – x1x2 = 0 

 150 + 20x2 – 12,5x2
2 – x1x2 – 0,5x1

2 = 0 

dalam hal ini ingin dihitung x1 dan x2dari kedua persamaan tersebut. Untuk itu kita sebut 

masing-masing persamaan diatas dengan  f1  dan f2 atau : 

f1  = 100 + 30x1 – 6,5x1
2 – 0,5x2

2 – x1x2 = 0 

f2  = 150 + 20x2 – 12,5x2
2 – x1x2 - 0,5x1

2 = 0 

Ambil nilai awal :  x1
(o) = 4 dan  

x2
(o) = 4.  

Untuk dua persamaan diatas maka persamaan (4-9) menjadi :  

  
1

1

x

f




       
2

1

x

f




      x1           -f1 

   . =                               (4-9) 

1

2

x

f




 
2

2

x

f




      x2            -f2 

  
Untuk it = 1 : kita hitung nilai tiap elemen sebagai berikut : 

 
1

1

x

f




 = 30 – 13 x1
(o)– x2

(o)= 30 - 13 . 4- 4 = - 26 

 
2

1

x

f




  =  – x2
(o) – x1

(o)= - 4 -4 = -8 

 
1

2

x

f




  = – x1
(o) – x2

(o)= - 4- 4 = - 8 
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  yi+1 – 2yi + yi-1 =  2,2 . 10-3 

Dengan i =1,2,3,….,10 maka akan didapat persamaan dalam bentuk matriks tridiagonal. 

Matriks ini semua elemennya sama dengan nol kecuali tiga diagonalnya dan dalam hal 

ini nilainya konstan sepanjang diagonal tersebut yang disebabkan oleh koefisien dari 

persamaan diskretisasi adalah konstan yaitu ai = 1 yaitu koefisien dari  yi-1, bi = -2 yaitu 

koefosien dari yidan  ci= 1 yaitu koefisien dari  yi+1. Sedangkan bagian sebelah kana dari 

persamaan juga konstan nilainya. Kondisi batas dalam hal ini yang mana yo = 0 dan y11 = 

0 terdapat pada bagian sebelah kanan dari bentuk matriks dibawah ini. Dengan demikian 

yang akan diselesaikan adalah sesungguhnya lebih sederhana. 

   -2    1                y1      2,2 . 10-3 
   1    -2   1                            y2      2,2 . 10-3 
           1  -2    1                                    y3      2,2 . 10-3 
    1    -2    1  .                . 
           1   -2 1   . =    . 
     1 -2    1                           .                . 
   1     -2   -1                 .                . 
          1   -2    1             .                . 
      1   -2    1     .                . 
            1     -2   y10      2,2 . 10-3-0 
 
Persamaan tersebut diselesaikan dengan metode Choleski dan didapatkanlah hasil 

sebagai berikut :  

 
  Tabel 6-1 : Hasil perhitungan 

i yi (defleksi) 

1 -0,011 cm 

2 -0,020 cm 

3 -0,026 cm 
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Persamaan (5-4) dapat diselesaikan dengan metode Choleski atau Eliminasi Gauss 

untuk mendapatkan y1, y2, …,yn. 

 

Contoh : 

Suatu poros dengan berat diabaikan ditumpu pada kedua ujungnya dan dibebani dengan 

momen  yang konstan Mo = 106 N.cm  seperti Gambar 6-1: 

 
Gambar 6-1 : Poros dibebani torsi 

 

 EI = 2,4 . 1010 N.cm2.  

Persamaan defleksi yang merupakan persamaan diferensial adalah : 

 
EI

Mo

dx

yd
2

2

     
Kondisi batas sebagai berikut : 

 y = 0  pada   x = 0    

 y = 0  pada   x = 80 cm   

Poros dibagi dalam jarak yang sama seperti gambar berikut : 

 0 1 2 3      …              9         10        11 

         

         x =0                        x=80 

maka  ∆x = 80 cm /11 = 7,27 cm. 

 Persamaan defleksi didiskretisasi dengan beda berhingga dan didapatkanlah : 

  yi+1 – 2yi + yi-1 = ∆x2Mo/EI= 7,272 . 106/2,4 . 1010 

Mo Mo

cm80 
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2

2

x

f




=   20 – 25x2
(o)  – x1

(o) = 20 – 25.4 – 4 =- 84 

 - f1 = -100 - 30x1 + 6,5(x1
(o))2 + 0,5(x2

(o))2 + x1
(o)x2

(o) 

       = -100 –30.4 + 6,5.42 + 0,5.42 + 4.4  

 = -92 

       - f2 = -150 - 20x2
(o) + 12,5 (x2

(o))2 + 0,5(x1
(o))2 + x1

(o)x2
(o)

 

  = -150 - 20.4 + 12,5.42 + 0,5.42 + 4.4  

 = -6 

Nilai-nilai diatas dimasukkan dalam persamaan (4-9) dan kemudian ditulis dalam bentuk 

persamaan aljabar berikut : 

  -26x1
(1) – 8x2

(1) = -92 

  -8x1
(1) – 84x2

(1) = -6 

Dengan metode eliminasi Gauss, persamaan tersebut diselesaikan dan didapatkan :  

  x1
(1) = 3,6226 

  x2
(1) = -0,2736 

maka didapat :x1
(1) = x1

(o) + x1
(1)  = 4 + 3,6226 = 7,6226 

  x2
(1) = x2

(o) + x2
(1)  = 4 - 0,2736 = 3,7264 

Untuk it = 2 : 

 

1

1

x

f




 = 30 – 13 x1
(1)– x2

(1)= 30 – 13 . 7,6226 – 3,7264 =-72,8202 

 
2

1

x

f




  =   – x2
(1) – x1

(1)= - 3,7264 – 7,6226 = -11,349 

 
1

2

x

f




  =  – x1
(1) – x2

(1)= - 7,6226 – 3,7264 = -11,349 
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2

2

x

f




=   20 – 25x2
(1)  – x1

(1) = 20 – 25. 3,7264 – 7,6226 = -80,7826 

  - f1= -100 – 30x1 + 6,5(x1
(1))2 + 0,5(x2

(1))2 + x1
(1)x2

(1) 

       = -100 –30. 7,6226 + 6,5. 7,62262 + 0,5. 3,72642 + 7,6226.  

            3,7264  = 84,3461 

 - f2 = -150 - 20x2
(1) + 12,5 (x2

(1))2 + 0,5(x1
(1))2 + x1

(1)x2
(1)

 

        = -150 - 20. 3,7264 + 12,5. 3,72642 + 0,5. 7,62262 +  

                 7,6226. 3,7264  = 6,5020 

Sehingga didapat berikut : 

  -72,8202 x1
(1) – 11,349x2

(1) = 84,3461 

  -11,349x1
(1)-80,7826 x2

(1) = 6,5020 

Dengan metode eliminasi Gauss, persamaan tersebut diselesaikan dan didapatkan :  

  x1
(2) = -1,1714 

  x2
(2) = 0,0840 

maka didapat :   x1
(2) = x1

(1) + x1
(2)  = 7,6226-1.1714 =6,4512 

  x2
(2) = x2

(1) + x2
(2)  = 3,7264+ 0.0840= 3,8104 

Dengan cara yang sama proses diulangi untuk iterasi kedua, ketiga dan seterusnya sampai 

konvergen dan hasilnya dapat dilihat pada Tabel 4-1 berikut dibawah ini, solusi akhirnya 

adalah x1 = 6,2934 dan x2 = 3,8218. 

Tabel 4-1 : Hasil  perhitungan 

it x1 x2 f1 f2 x1 x2 

0 

1 

4 

7,6226 

4 

3,7264 

- 

92,0000 

 - 

6,0000 

- 

3,6226 

- 

-0,2736 
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 0 1 2 3      … n-1 n       n+1 
       
  x = 0      ∆x   x = L 
     

 
Gambar 6-2 : Bidang diskretisasi 

 
 Oleh karena yo diketahui maka a1 yo dipindahkan ke bagian sebelah kanan dari 

persamaan sehingga menjadi : 

  b1y1 +c1 y2 = d1- a1 yo 

Untuk i = n  persamaan (6-1) menjadi : 
 

  an yn-1 + bnyn +cn yn+1 = dn  
 

dan pada titik n + 1 atau x = L maka yn+1 = yLdimana yL adalah kondisi batas sehingga 

persamaan terakhir ditulis : 

 
  an yn-1 + bnyn +cn yl = dn                (6-2) 

atau    an yn-1 + bnyn = dn - cn yL                      (6-3) 

Dengan memasang secara berturut-turut i = 2, i = 3, ....., i = n-1 pada persamaan (6-1) 

dan dengan menggabungkan persamaan (6-2)  dan (6-3) serta menyusunnya dalam bentuk 

matrik maka persamaan menjadi berikut : 

  b1c1                        y1             d1 – a1yo 

  a2   b2     c2   y2                   d2 

     a3     b3 c3              y3            =           ….                 (6-4) 

 …. ….   .. 

 an-1 bn-1  cn-1 yn-1                  dn-1 

  an bn yn            dn – cnyL 
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suatu bidang yang dipelajari, katakan bidang A (Gambar 6-1), dengan garis batas C maka 

pada C dapat berlaku tiga macam kondisi batas sebagai berikut : 

 
 

 

 

 

Gambar 6-1 : Bidang A dibatsi oleh C 

1.   Kondisi batas Dirichlet 

 Kondisi ini berbentuk fungsi  y(x) =  yc(x)  pada batas C 

2.   Kondisi batas Neuman 

 Kondisi ini berbentuk turunan y'(x) =yc(x)  pada batas C 

3.   Kondisi batas bentuk gabungan y'(x) + α y(x) = yc  pada batas C. 

6.2 Kondisi batas dlam bentuk y(x) 

Tinjau persamaan diskretisasi yang sering dijumpai : 

 ai yi-1 + biyi + ci yi+1 = di                                           (6-1) 

Misalkan kondisi batas pada x = 0 adalah yx=o = yo dan  pada x = Ladalah yx=1 = yL.Adapun 

bidang yang dipelajari dari x = 0 sampai dengan x = l dapat dilihat pada Gambar 6-2. 

Interval [0,l] dibagi dalam jarak yang sama, sebut ∆x, antara satu titik dengan yang 

lainnya. Oleh karena kondisi batas pada x = 0 dan x = L maka akan dievaluasi persamaan 

(6-1) pada kedua batas tersebut. Untuk i = 1 pada x = 0 maka dari persamaan (6-1) 

menjadi :  

  a1 yo + b1y1 +c1 y2 = d1 
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2 

3 

4 

5 

6,4512 

6,2962 

6,2934 

6,2934 

3,8104 

3,8216 

3,8218 

3,8218 

84,3493 

 -8,8244 

 -0,1545 

 -0,0000 

-6,5063 

-0,6759 

-0,0118 

-0,0000 

-1,1714 

-0,1550 

-0,0028 

-0,0000 

 0,0840 

 0,0112 

 0,0002 

-0,0000 

 

Tes konvergen  absolut pada iterasi ke 4 dan ke 5 : 

Untuk x1 :  ε = x1
(5) – x1

(4) = 6,2934 - 6,2934 = 0,00001 

Untuk x2 :  ε = x2
(5) – x2

(4) = 3,8218-3,8218= 0,00001 

4.2 Program komputer metode Newton-Rapshon 

    'Metode Newton_raphson 
    dim x1(100),x2(100),a(20,20),b(100),dx(100) 
    n=2 
    'kondisi awal 
    x1(1)=4.0 
    x2(1)=4.0 
    er=0.00001 
    'Koefisien persamaan 
    print "it               x1              x2              dx1         dx2" 
    print "--               --              --              --          ---" 
    it=0 
10    it=it+1 
       f1=100+30*x1(it)-6.5*x1(it)^2-0.5*x2(it)^2-x1(it)*x2(it) 
       f2=150+20*x2(it)-12.5*x2(it)^2-0.5*x1(it)^2-x1(it)*x2(it) 
       f1x=30.0-x2(it)-13.0*x1(it) 
       f1y=-x2(it)-x1(it) 
       f2x=-x1(it)-x2(it) 
       f2y=20-25*x2(it)-x1(it) 
       a(1,1)=f1x 
       a(1,2)=f1y 
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       a(2,1)=f2x 
       a(2,2)=f2y 
       b(1)=0-f1 
       b(2)=0-f2 
       'Penyelesaian dengan metode Eliminasi Gauss 
       for k=1 to n-1 
         for i=k+1 to n 
           b(i)=b(i)-a(i,k)/a(k,k)*b(k) 
           for j=k+1 to n 
           a(i,j)=a(i,j)-a(i,k)/a(k,k)*a(k,j) 
               next j 
             next i 
           next k 
           dx(n)=b(n)/a(n,n) 
           FOR i=n-1 to 1 step-1 
           s=0 
             for k=i+1 to n 
               s=s+a(i,k)*dx(k) 
             next k 
             dx(i)=(b(i)-s)/a(i,i) 
           next i 
           x1(it+1)=x1(it)+dx(1) 
           x2(it+1)=x2(it)+dx(2) 
           print  it,x1(it+1),x2(it+1),using("###.########",dx(1)),  

using("###.########",dx(2)) 
           if abs(x1(it+1)-x1(it))<er then 
             if abs(x2(it+1)-x2(it))<er then 
               goto 20 
             end if 
           end if 
           if it=100 then 
              goto 20 
           end if 
     goto 10 
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1    6.000000     13.000000     1.538462 
2    1.179791      8.100592     1.392819 
3    0.094811      6.819834     1.378917 
4    0.000805      6.704234     1.378797 
5    0.000000      6.703241     1.378797 
 
Eror absolut = 0.00000001 
 

 

Soal latihan : 

Hitung akar persamaan dibawah ini dengan metode bisection, secant dan Newton 
Rapshon : 
 

1.  x3 - x – 1 = 0  dalam interval [1,2] 

2. ex – x2 + 3x - 2  = 0   dalam interval [1,3 ] 

3. x3 – 3x2 + 3x – 1= 0 dalam interval [0,2] 

4. 6x3 + 2x2 – x – 54 = 0  dalam interval [1,3]   

 

 

 BAB 6. 

PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFFERENSIAL DENGAN 

KONDISI BATAS 

6.1 Kondisi batas  

 Kondisi batas adalah kondisi pada batas pada bidang yang dipelajari. Sedangkan 

kondisi awal selalu berhubungan dengan  waktu dimana t = 0. Kondisi batas ini harus 

diketahui an jumlahnya tergantung dari turunan tertinggi dan jumlah variabel bebas. Pada 
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 print 
 x(0)=2 
 it=0 
40 it=it+1 
 f1=(x(it-1)^3)+x(it-1)-4 
 f2=(3*x(it-1)^2)+1 
 x(it)=x(it-1)-(f1/f2) 
 fx=x(it)^3+x(it)-4 
        print tab(5)it ;using "############.######"; 
 f1,f2,x(it) 
        er=Abs(x(it)-x(it-1)) 
        if er<pr  then 
            goto 50 
        end if 
        goto 40 
50    print 
 print "Eror absolut =" using "###.########";er 
60 end 
 
Hasil Metode dan Secant ! 
 
 it     x(it+1)         f(it)           f(it-1)           f(x) 
 ---    ------------     -------         ------ 
 1     1.347826    0.875000   -2.000000   -0.203666 
 2     1.376558   -0.203666    0.875000   -0.014983 
 3     1.378840   -0.014983   -0.203666    0.000290 
 4     1.378797    0.000290   -0.014983   -0.000000 
 

Eror absolut = 0.000043 
 

Metode Newton-Rapshon ! 
 

it     f(x)                 f'(x)            x 
--     -----             ------      --- 
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20 print "selesai..." 
    end 
 
 
 
Hasil perhitungan : 

  
it               x1                     x2                   dx1                  dx2 
--               --                    --                      --                     --- 
1             7.54482759    3.94482759      3.54482759   -0.05517241 
2             6.43675575    3.69305049     -1.10807184   -0.25177710 
3             6.31149177    3.80703639     -0.12526398    0.11398590 
4             6.29562711    3.81959106     -0.01586466    0.01255467 
5             6.29379361    3.82154162     -0.00183350    0.00195056 
6             6.29348278    3.82178587     -0.00031083    0.00024425 
7             6.29344022    3.8218309       -0.00004256    0.00004503 
8             6.29343166    3.82183738     -0.00000856    0.00000648 
selesai... 

4.3 Metode substitusi 

Prinsip metode ini adalah dengan iterasi dimana kita membuat suatu rangkaian solusi 

x1
(it), x2

(it), …xn
(it) yang dihitung mulai dari dari x1

(it-1), x2
(it-1), …, xn

(it-1) dengan 

menyelesaikan sistem persamaan (4-1) dalam bentuk linier sebagai berikut berikut : 

 A(x(it-1)).x(it) –B= 0              (4-10)  
 Persamaan (4-10) menghasilkan residu,R, karena adanya nilai awal : 

 R(it)=A(x(it-1)) . x(it-1) – B              (4-11)   
Persamaan (4-11) dikurangkan dengan persamaan (4-10) maka didapatkan : 

 A(x(it-1)) . {x(it-1) -  x(it)} = R(it) 

atau  R(it)=A(x(it-1)).x(it)                (4-12)  

dimana x(it)  = x(it-1) -  x(it) 
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Dengan demikian dapat dihitung :  

  x(it) = x(it-1) -  x(it)  

dimana dari (4-12) dapat dihitung  

  x(it)  = *(/0)

)��(/02�)� 

Proses diulangi dengan menggunakan nilai x(it)untuk menghitung x(it+1)seperti diatas 

sampai konvergen. 

Contoh :  

 x1
2 – 10x1 + x2

2  = - 8  

 x1x2
2  + x1 – 10x2 = -2 

Ambil nilai awal  x1
(o) = 2 dan  x2

(o) =1.  

Persamaan diatas dilinierkan sebagai berikut : 

 (x1 – 10)x1 + x2x2 = - 8  

 (x2
2 + 1) x1 – 10. x2  = - 2  

Atau ditulis : 

 a11x1 + a12x2 = - 8  

 a21x1 + a22x2  = - 2  

dengan   

 a11 = x1 – 10, a12 = x2 

 a21 = (x2
2 + 1), a22 = -10 

Untuk it = 1 maka  

 a11 = x1
(o)– 10 = 2 -10 = -8 

 a12 = 1 

 a21 = x2
(o)2 + 1 = 1 +1 = 2 

 a22 = -10 

 R1
(1) = a11x1 + a12x2 + 8 = -8.2 + 1.1 + 8 = -7 

 R2
(1) = a21x1 + a22x2  + 2 = 2.2 -10.1 + 2 = -4 

105 

 

 

5.5 Program komputer metode Newton-Rapshon dan Scant 

 'Metode Secant dan Newton Rapshon 
 defint i-n:defdbl a-h:defdbl o-z 
 dim f(20),g(20),fg(20),xr(20),x(100) 
 cls 
 pr=0.0001 
 x(0)=1 
 x(1)=4 
 print "Metode Secant !" 
 print 
 print tab(5) "it      x          f(x)" 
 print tab(5) "---     ----       ------" 
 it=0 
10 it=it+1 
 f1=(x(it)^3)+x(it)-4 
 f2=(x(it-1)^3)+x(it-1)-4 
 x(it+1)=x(it)-((f1*(x(it)-x(it-1)))/(f1-f2)) 
 fx=x(it+1)^3+x(it+1)-4 
        print tab(5) it ;using "#####.######"; 
  x(it+1),fx 
        er=Abs(x(it+1)-x(it)) 
        if er<pr  then 
            goto 30 
        end if 
        goto 10 
30      print 
 print "eror absolut =";using "#####.######";er 
 print 
 print 
 print "Metode Newton-Rapshon !" 
 print 
 print tab(5) "it       f(x)     f'(x)     x" 
 print tab(5) "----     ------    -----     ----" 
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it = 3 :  f(x(3)) = (x(3))3 + x(3) – 4  

         = 1,376553 + 1,37655 – 4 = -0,01498 

 f(x(2)) = (x(2))3 + x(2) – 4  

         = 1,347833 + 1,34783 – 4 = -0,20366 

 x(4) = x(3) - 
�(�("))(�(")��(�))

�(�("))��(�(�))  

         = 1,34783 - 
-0,01498(1,37655-1,3478)

��,�
<%#��,��&   

         = 1,37879 

Iterasi dilanjutkan dengan cara yang sama seperti diatas dan hasil perhitungan seperti 

dalam Tabel 5-3. Dengan mengambil εo = 0,0001 maka perhitungan sampai pada iterasi 

keempat dengan eror absolut sebagai berikut : 

 ε = │ x(4) -  x(3) │ = 1,378797  - 1,378840 = 0,00001 < εo 

dan dengan demikian maka solusi adalah  x = 1,378797.   

Tabel 5-3 : Hasil metode Secant 

it x(it+1) f(it) f(it-1) f(x) 

1 1,347826 0,875000 -2,000000 -0,203666 

2 1,376558 -0,203666 0,875000 -0,014983 

3 1,378840 -0,014983 -0,203666 0,000290 

4 1,378797 0,000290 -0,014983 -0,000000 
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 a11Δx1
(1) + a12Δx2

(1) = - 7   

 a21Δx1
(1)+ a22Δx2

(1) = - 4 

Dari kedua persamaan terakhir didapatkan dengan eliminasi Gauss : 

 Δx1
(1) = 0,9487 

 Δx2
(1) = 0,5897 

Sehingga :  

 x1
(1) = x1

(o) -  x1
(1) = 2 - 0,9487 = 1,0513 

 x2
(1) = x2

(o) -  x2
(1) = 1 - 0,5897 = 0,4103 

Untuk iterasi kedua dengan cara yang sama pada iterasi kesatu diatas dan hasilnya 

ditabelkan pada Tabel 4-2.  

 

Tabel 4-2 : Hasil Perhitungan 

it           x1      x2                   R1                  R2                 dx1                  dx2  

 1      1,0513    0,4103   -7,0000   -4,0000    0,9487    0,5897 

 2      0,9080    0,3061   -1,2393   -0,8743    0,1433    0,1042 

 3      0,8899    0,2973   -0,1620   -0,0678    0,0181    0,0088 

 4      0,8878    0,2966   -0,0187   -0,0047    0,0021    0,0007 

 5      0,8876    0,2966   -0,0021   -0,0004    0,0002    0,0001 

 6      0,8876    0,2966   -0,0002   -0,0000    0,0000    0,0000 

4.4 Program komputer metode substitusi 

   'Metode Substitusi 
    'Penyelesaian  x1^2-10*x1+x2^2+8  = 0 dan 
    '               x1*x2^2+x1-10*x2+2 = 0 
    dim x(100),x1(100),x2(100),a(20,20),b(100),dx(100),r1(100), 
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           r2(100) 
    n=2 
    'kondisi awal 
    x1(0)=2.0 
    x2(0)=1.0 
    er=1E-5 
    cls 
    'Koefisien persamaan 
    print "it               x1            x2            r1              r2          dx1           dx2" 
    print "--               --            --            --              --          ---           ---" 
    ' 
        it=0 
10    it=it+1 
       a(1,1)=x1(it-1)-10 
       a(1,2)=x2(it-1) 
       a(2,1)=x2(it-1)^2+1 
       a(2,2)=0-10 
       r1(it)=a(1,1)*x1(it-1)+a(1,2)*x2(it-1)+8 
       r2(it)=a(2,1)*x1(it-1)+a(2,2)*x2(it-1)+2 
       b(1)=r1(it) 
       b(2)=r2(it) 
       ' Penyelesaian dengan metode Eliminasi Gauss 
       for k=1 to n-1 
         for i=k+1 to n 
           b(i)=b(i)-a(i,k)/a(k,k)*b(k) 
           for j=k+1 to n 
                a(i,j)=a(i,j)-a(i,k)/a(k,k)*a(k,j) 
               next j 
             next i 
           next k 
           dx(n)=b(n)/a(n,n) 
           for i=n-1 to 1 step-1 
           s=0 
             for k=i+1 to n 
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)()(
))((

1

1
1




 




ii

iii
ii

xfxf

xxxf
xx                (5-4) 

Persamaan (5-4) memerlukan dua kondisi awal yaitu xi dan  xi-1  yang mana kedua nilai 

awal tersebut tidak harus terletak didalam interval dari batas fungsi f(x).  

Contoh :  

Ambil soal seperti contoh diatas : 043  xx   dalam interval [1,4]. 

Nilai awal sbb :  

x(o) = 1 dan x(1) = 1,5 

it = 1 : f(x(1)) = (x(1))3 + x(1) – 4 = 1,53 + 1,5 – 4 = 0,875 

 f(x(0)) = (x(0))3 + x(0) – 4 = 13 + 1 – 4 = -2 

 x(2) = x(1) - 
)()(
))((

)0()1(

)0()1()1(

xfxf

xxxf




 

         = 1,5 - 
2875,0
1)-0,875(1,5


 

         = 1,34783 

it = 2 :  f(x(2)) = (x(2))3 + x(2) – 4  

         = 1,34783^3 + 1,34783 – 4 = -0,20364 

 f(x(1)) = (x(1))3 + x(1) – 4  

         = 1,5^3 + 1,5 – 4 = 0,875 

 x(3) = x(2) - 
)()(
))((

)1()2(

)1()2()2(

xfxf

xxxf




 

        = 1,34783 - 0,875(1,34783-1,5)
��,��& < � �,#!� 

         = 1,37655 
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 x(4)  = x(3) - 
)(
)(

)3('

)3(

xf

xf
=  1,37891 - 

70423,6
000805,0

= 1,37879 

Iterasi dilanjutkan dengan cara yang sama seperti diatas dan hasil perhitungan seperti 

dalam Tabel 5-2. Dengan mengambil εo = 0,0001 maka perhitungan sampai pada iterasi 

kelima dengan eror absolut sebagai berikut : 

ε = │ x(5) -  x(4) │ = 1,378797  - 1,378797 = 0,0000001 < εo 

dan demikian maka solusi adalah  x = 1,378797.   

Tabel 5-2 : Hasil perhitungan metode Newton Rapshon 

it f(x) fʹ(x) x 

1 6,000000 13,000000 1,538462 

2 1,179791 8,100592 1,392819 

3 0,094811 6,819834 1,378917 

4 0,000805 6,704234 1,378797 

5 0,000000 6,703241 1,378797 

 

5.4 Metode Scant 

Metode ini pada dasarnya menggunakan persamaan (5-2) akan tetapi turunan dalam 
persamaan tersebut dievaluasi. Untuk mengevaluasi, gunakan definisi turunan pada titik 
xi  sebagai berikut : 

 
1

1' )()(
)(









ii

ii
i

xx

xfxf
xf                (5-3) 

Substitusikan persamaan (5-3) ke (5-2) dan didapatkan sebagai berikut  
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               s=s+a(i,k)*dx(k) 
             next k 
             dx(i)=(b(i)-s)/a(i,i) 
           next i 
           x1(it)=x1(it-1)-dx(1) 
           x2(it)=x2(it-1)-dx(2) 
           print it,using("###.#####",x1(it)),using("###.#####",x2(it)),  

using("###.#####",r1),using("###.#####",r2),using("###.### 
##",dx(1)),using("###.#####",dx(2)) 

           if abs(x1(it)-x1(it-1))<er then 
             if abs(x2(it)-x2(it-1))<er then 
               goto 20 
             end if 
           end if 
           goto 10 
20    print "selesai..." 
        end 
 
 Hasil Perhitungan 

 

it        x1                 x2                 r1                r2                dx1              dx2 

--        --                 --                --                 --                  ---                --- 

1      1.05128       0.41026      -7.00000      -4.00000       0.94872       0.58974 

2      0.90802       0.30608      -1.23932      -0.87434       0.14327       0.10417 

3      0.88991       0.29733      -0.16197      -0.06776       0.01811       0.00876 

4      0.88783       0.29663      -0.01872      -0.00470       0.00208       0.00070 

5      0.88760       0.29657      -0.00205      -0.00037       0.00023       0.00006 

6      0.88758       0.29656      -0.00022      -0.00003       0.00002       0.00001 

7      0.88757       0.29656      -0.00002       0.00000       0.00000      0.00000 

selesai... 
Soal: 
Selesaikan dengan metode Newton-Raphson dan Substitusi persamaan berikut : 
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1. x1
2 + x2 – 37 = 0 

x1 – x2
2 –   5 = 0 

Dengan x1
(0)=1, x2

(0) =  2 dan  ε = 0,001 

 

2. –x1
2  + 2x2

2 – 14 = 0 

  x1 + x2  - 5 = 0 

Dengan x1
(o) = x2

(o) = 1  dan ε = 0,001 

 

 

 

 

 

 

 

 

 BAB 5. 

AKAR PERSAMAAN 

Dalam bab ini akan dibahas salah satu masalah yang paling mendasar dalam analisa 

numerik. Masalah dalam hal ini disebut dengan solusi akar persamaan. Solusi sering 

disebut dengan solusi persamaan satu variabel dengan bentuk persamaan tak-linier. 

Persamaan tersebut ditulis sebagai berikut :  

 
 f(x) = 0                  (5-1) 
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Nilai awal xi diberikan sehingga f(xi), f´(xi) diketahui, dengan demikian maka xi+1 dapat 

dihitungdari (5-2). Kemudian xi+1 digunakan untuk menghitung xi+2, xi+2 digunakan untuk 

menghitung xi+3.  dan seterusnya. Proses perhitungan berulang-ulang dengan 

menggunakan (5-2) sampai konvergen. Kriteria konvergen sama pada metode bisection 

diatas. 
 

Contoh : 

Ambil soal seperti contoh diatas : 043  xx   dalam interval [1,4]. Interval adalah  

adalah [1,4] dan oleh karena itu kita ambil nilai  awal x(0) = xo = 2. 

it = 1 :  f(xo) = xo
3 + xo– 4 = 23 + 2 – 4 = 6 

 )(' oxf = 3. xo
2 + 1 = 3. 22 +1 = 13 

 x(1)  = x(0) - 
)(
)(

'
o

o

xf

xf =  2 - 
13
6 = 1,538462 

it = 2 : f(x(1)) = (x(1))3 + x(1)– 4 = 1,5384623 + 1,538462 – 4 = 1,17979 

 )( )1(' xf = 3.(x(1))2 + 1 = 3. 1,5384622 +1 = 8,10059 

 x(2)  = x(1) - 
)(
)(

)1('

)1(

xf

xf
=  1,538462 - 

538462,1
17979,1

= 1,392819 

it = 3 : f(x(2)) = (x(2))3 + x(2)– 4 = 1,3928193 + 1,392819 – 4 = 0,09481 

 )( )2(' xf = 3.(x(2))2 + 1 = 3. 1,5384622 +1 = 6,81983 

 x(3)  = x(2) - 
)(
)(

)2('

)2(

xf

xf
=  1,392819 - 

81983,6
09481,0

= 1,37891 

it = 4 : f(x(3)) = (x(3))3 + x(3)– 4 = 1,378913+ 1,37891– 4 = 0,000805 

 )( )3(' xf = 3.(x(3))2 + 1 = 3. 1,378912 +1 = 6,70423 
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xi+1 

θ XR 

14              1.378845      0.000325      1.378662      1.378845 
15              1.378754     -0.000288      1.378754      1.378845 

5.3 Metode Newton-Rapshon 

Suatu fungsi mempunyai kemiringan θ pada suatu titik seperti pada Gambar 5-3. 

Kemiringan merupakan tangen kurva pada titik xi.Akar persamaan pada titik β terjadi 

apabila grafik dari fungsi tersebut memotong sumbu x yang menyatakan bahwa f(x) = 0. 

Dalam hal ini β akan dihitung pada kondisi x  tertentu. Untuk itu tinjau garis lurus tangent 

pada titik xi yang mana apabila xi mendekati titik β maka kedua titik akan berimpit dan 

akar tangentsama denganβdan titik iniyang kita namakan dengan xi+1 karena ia merupakan 

solusi dari akar persamaan. Untuk mencari nilai xi+1 ini  maka tinjau kemiringan grafik 

pada titik xi. 

 

 
 
 
 
 

Gambar 5-3 : Kemiringan fungsi pada titik xi 

Dari gambar tangen pada titik tersebut adalah : 

tan)(' ixf  

  
1

0)(





ii

i

xx

xf
 

Hubungan diatas memberikan : 

'��
 = '� − �(�/)
�′(�/)               (5-2) 

xi Xi+1 

f(xi) 
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dengan fungsi f(x) adalah kontinu dalam suatu interval. Misalkan ambil interval [xo,x1] 

maka bila : 

f(xo).f(x1) < 0  : mempunyai akar setidaknya satu akar persamaan dalam interval 

tersebut (Gambar 5-1). 

f(xo).f(x1) > 0 : bisa ada atau tidak ada akar dalam interval tersebut   

(Gambar 5-2). 

 
Gambar 5-1 : f(x) mempunyai satu akar persamaan 

 
Gambar 5-2 : f(x) mempunyai atau tidak mempunyai akar persamaan 

 

Berikut dibawah ini akan diterangkan tiga metode untuk mencari akar persamaan 

untukf(xo).f(x1) < 0 dengan asumsi mempunyai satu akar persamaan.  

ox
1x xox
1x xox
1x xox
1x xox
1x xox
1x xox
1x xox
1x xox
1x xox
1x xox
1x xox
1x x

f(x)

1x0x
x

f(x)
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5.1 Metode bisection (dua bagian) 

Misalkan persamaan f(x) adalah kontinu pada interval [xo,x1] dan dengan : 

 f(xo).f(x1) < 0  

 

 

 

 

Gambar 5-3. Prosedur 

metode bisection 

maka  f(x) berubah tanda dalam interval [xo,x1],  dan f(x) = 0 setidaknya mempunyai satu 

akar dalam interval tersebut.  Metode yang paling sederhana untuk mencari akar 

persamaan adalah secara berulang-ulang membuat  dua bagian dalam interval tersebut 

dan oleh karenaa itu dibuat interval ditengah kedua interval tersebut [xo,x1] dengan 

menjaga setengah lainnya dengan f(x) berubah tanda. 

Fungsi f(x) mempunyai setidaknya satu akar antara  x0 dan x1 kalau f(xo) f(x1) < 0 

dan kalau  f(xo) f(x1) > 0 maka bisa tidak ada atau bisa ada akar antara x0 dan x1 (Gambar 

5.2). Untuk itu kita lokalisasi akar yang dicari xR dalam interval [x0,x1] dimana xR adalah 

akar persamaan.  Mulai dengan perhitungan kesatu atau iterasi kesatu (it = 1) dengan 

menentukan interval ditengah-tengah xR
(1) dengan rumus : 

xR
(1)= 

2
1

(x0 + x1)      

xo

x1

xR

f(x)
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        goto 20 
     end if 
     if f<0 then 
        goto 30 
     end if 
20   x0=xr(it) 
     x1=x1 
    goto 40 
30   x0=x0 
     x1=xr(it) 
40   er=abs(xr(it)-xr(it-1)) 

print it,using("###.######",xr(it)),using("###.######",fr(it)), 
using("###.######",x0), using("###.######",x1) 

     if er<pr then 
        goto 50 
     end if 
     goto 10 
50   end 
 
Hasil program komputer metode bisection 
 
1               2.500000     14.125000      1.000000      2.500000 
2               1.750000      3.109375      1.000000      1.750000 
3               1.375000     -0.025391      1.375000      1.750000 
4               1.562500      1.377197      1.375000      1.562500 
5               1.468750      0.637177      1.375000      1.468750 
6               1.421875      0.296520      1.375000      1.421875 
7               1.398438      0.133260      1.375000      1.398438 
8               1.386719      0.053364      1.375000      1.386719 
9               1.380859      0.013844      1.375000      1.380859 
10              1.377930     -0.005809      1.377930      1.380859 
11              1.379395      0.004009      1.377930      1.379395 
12              1.378662     -0.000902      1.378662      1.379395 
13              1.379028      0.001553      1.378662      1.379028 
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it xo x1 xR
(it) f(xR) 

1 1,000000 2,500000 2,500000 14,125000 
2 1,000000 1,750000 1,750000 3,109375 
3 1,375000 1,750000 1,375000 -0,025391 
4 1,375000 1,562500 1,562500 1,377197 
5 1,375000 1,468750 1,468750 0,637177 
6 1,375000 1,421875 1,421875 0,296520 
7 1,375000 1,398438 1,398438 0,133260 
8 1,375000 1,386719 1,386719 0,053364 
9 1,375000 1,380859 1,380859 0,013844 

10 1,377930 1,380859 1,377930 -0,005809 
11 1,377930 1,379395 1,379395 0,004009 
12 1,378662 1,379395 1,378662 -0,000902 
13 1,378662 1,379028 1,379028 0,001553 
14 1,378662 1,378845 1,378845 0,000325 
15 1,378754 1,378845 1,378754 -0,000288 

5.2 Program komputer metode bisection (dua bagian) 

  'Akar persamaan metode bisection 
     'pers x^3+x-4=0  batas [1,4] 
     dim f0(100),f1(100),fr(100),xr(100),x0(100),x1(100) 
     x0=1    'batas bawah 
     x1=4    'batas atas 
     pr=1E-4 '0.0001 
     it=0 
10   it=it+1 
     xr(it)=(x0+x1)/2 
     f0(it)=x0^3+x0-4 
     fr(it)=xr(it)^3+xr(it)-4 
     f=f0(it)*fr(it) 
     if f>0 then 
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Selanjutnya hitung  f(xR). f(x1) dan f(xR). f(xo). Diantara kedua hasil hitungan ini akan ada 

salah satunya lebih kecil nol. Ambil katakan f(x2). f(x1) < 0 maka xR akan terletak diantara 

interval x1 dan x2 dan oleh karena itu kita buat interval baru yaitu : 

 xo = xR
(1)dan 

 x1 = x1 

Langkah selanjutnya adalah dengan membuat interval tengah antara xo dan x1 yaitu xR
(2)= 

2
1

(x0 + x1)  dan kemudian hitung f(xo).f(xR
(2)) serta f(xR

(2)).f(x1). Dari kedua hasil ini akan 

ada hasil yang nilainya lebih kecil nol dan selanjutnya kita lakukan denga cara yang 

seperti diatas dengan mengambil batas interval baru. Perhitungan-perhitungan dilakukan 

secara terus menerus dan pada suatu saat pada iterasi tertentu batas interval tengah yang 

apabila dilakukan test maka menghasilkan f(xR
(it)) ≈ 0 dan apabila ini terjadi maka xR

(it) 

adalah solusi dari akar persamaan.  

Hitung konvergen relatif  atau absolut sebagai berikut : 

 ε  = )(

)1()(

it

R

it

R

it

R

x

xx


< εo      atau  ε = )1()(  it

R

it

R xx < εo 

Apabila ε < εo , dimana εo presisi yang diinginkan, maka perhitungan selesai.  

 

Contoh : 
 Ambil persamaan 043  xx   dalam interval [1,4] 

f(xo) = xo
3+ xo– 4 = 13 + 1 – 4 = -2 

f(x1) = x1
3+ x1– 4 = 43 + 4 – 4 = 64 

Maka : f(xo) f(x1) = -2 . 64 = -128 < 0  ini menunjukkan ada akar persamaan. 

Oleh karena itu setidaknya ada satu akar persamaan dalam interval tersebut. 
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it = 1 :  
2

)( 1)1( xx
x o

R


  = 5,2

2
41




 

4)( )1(3)1(  RRR xxxf =  2,53 + 2,5 – 4 =14,125 

 f(xo) = xo
3 + xo – 4 = 13 + 1 – 4 = -2  

 r = f(xR).f(xo) = 14,125 . -2 = - 28,250  < 0  maka ada akar persamaan. 

 xo = xo = 1  dan 

 x1 = xR
(1) = 2,5 

it = 2 : '*(�) = (�=���)
�  = 
��,�

� = 1,75 

 f(xR)= xR
(2)3  + xR

(2) – 4 =  1,753 + 1,75 – 4 =3,109375 

 f(xo) = xo
3 + xo – 4 = 13 + 1 – 4 = -2  

r = f(xR).f(xo) = 3,109375.-2 = - 6,21875 < 0 

 maka ada akar persamaan 

 xo = xo = 1  dan 

 x1 = xR
(2) = 1,75 

it = 3 : '*(&) = (�=���)
�  = 


�
,!�
� = 1,375 

 f(xR)= xR
(3)3  + xR

(3) – 4 =  1,3753 + 1,375 – 4 = -0,02539 

 f(xo) = xo
3 + xo – 4 = 13 + 1 – 4 = -2  

 r = f(xR). f(xo) = -0,02539. -2 = 0,05078 > 0  maka tidak ada akar pers. 

 f(x1)= 1,753 + 1,75 – 4 = + 3,109 

 r = f(x1).f(xr)= -0,02539.3,109 = -0,0789 < 0  ada akar pers. 

 xo = xR
(3) = 1,375  dan 
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 x1 = x1 = 1,75 

it = 4 : '*(<) = (�=���)
�  = 


,&!��
,!�
� =1,5625 

 f(xR)= xR
(4)3  + xR

(4) – 4 =  1,56253 + 1,5625 – 4 =1,377197 

 f(x1) = x1
3 + x1 – 4 = 1,753 + 1,75 – 4 = 3,109375 

 r = f(xR).f(x1) = 1,377197. 3,109375 = 4,282222 > 0  maka tidak ada akar  

persaamaan karena itu hitung untuk batas disebelahnya dan didpatkan : 

 r = f(1,375) x f(1,5625) = -0,02539.1,377197 = - 0,0349 < 0 ada akar persamaan 

maka : 

 xo =  xR
(3) = 1,375  dan 

 x1 = xR
(4) = 1,5625 

Iterasi diteruskan dengan cara yang sama, oleh karena tingkat kesalahan masih 

besar pada iterasi it = 4 yaitu : 

 ε =  │xR
(4) - xR

(3) │= │1,5625  - 1,375 │= 0,1875 

maka kita lanjutkan perhitungan. Hasil perhitungan dilanjutkan untuk iterasi 

selanjutnya dan hasil ditabelkan dalam Tabel 5-1.Dari tabel 5-1 ternyata pada 

iterasi ke lima belas  atau it = 15 perhitungan sudah memberikan kesalahan yang 

kecil karena : 

ε =│xR
(15) - xR

(14) │= │1,378754 – 1,378845│= -9,1E-05 

sehingga solusi adalah x = 1,378754. 

 

Tabel 5.1 : Hasil perhitungan dengan metode bisection 


