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SOLUSI PERSAMAAN KLEIN-GORDON DI DALAM  

RUANG-WAKTU ROBERTSON-WALKER  

 
OLEH  

LIZARDO ANDREAS PUTRA 
08021281520053 

 

ABSTRAK 

 

Persamaan Gelombang Schrodinger dapat dimodifikasi dengan prinsip 

momentum dan energi relativistik seperti yang dilakukan oleh Klein-Gordon, Dirac, 

dan Weyl. Sehingga secara berturut-turut menghasilkan Persamaan Klein-Gordon, 

Persamaan Dirac, dan Persamaan Weyl. Ketiga teori tersebut diturunkan dalam 

konteks teori relativitas khusus dalam ruang-waktu datar (ruang Minkowski). 

Disamping itu, teori relativitas (umum) menghasilkan ruang-waktu lain seperti ruang-

waktu Robertson-Walker. Penelitian dengan judul “Solusi Persamaan Klein-Gordon 

di dalam Ruang-Waktu Robertson-Walker”, memiliki rumusan masalah bagaimana 

bentuk solusi matematis Persamaan Klein-Gordon di dalam Ruang-waktu 

Robertson-Walker. Tujuan penelitian ini adalah menambah khasanah pengetahuan 

pada fisika relativistik khususnya bentuk solusi matematis Persamaan Klein-Gordon 

di dalam Ruang-waktu Robertson-Walker. 

 Penelitian ini menggunakan metode Studi Literatur dan Kalkulasi Matematis. 

Dari peneletian ini didapatkan kesimpulan bahwa solusi yang didapatkan masih 

berupa fungsi gelombang untuk kasus ruang datar ( 0)k =   dengan asumsi mass 

less, dan power law function dengan dominasi Materi dan berdasarkan fungsi yang 

didapat bergantung pada bilangan kuantum magnetik dan bilangan kuantum orbital. 

 

Kata Kunci : Persamaan Klein-Gordon, Ruang-waktu Robertson-Walker, Mass 

less, dominasi materi, ruang datar.  
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THE SOLUTION OF KLEIN-GORDON EQUATION INSIDE OF 

ROBERTSON-WALKER SPACE-TIME 

 
By 

Lizardo Andreas Putra 
08021281520053 

 

ABSTRACT 

 

Schrodinger wave equation can be viewed with momentum principles and 

relativistic energy as done by Klein-Gordon, Dirac, and Weyl. So that it would be give 

the result Klein-Gordon equation, Dirac equation and Weyl equation. These three 

theories were derived in the context of special relativity theory in flat spacetime 

(Minkowski space). Moreover, in addition, the theory of relativity (general) produced 

other spacetime such as spacetime of Robertson-Walker. Reaserch with the title 

“solution of the Klein-Gordon equations in the Robertson-Walker space time”, 

featured a problem version of how a mathematical solution of Klein-Gordon 

equations in the Robertson-Walker spacetime. The Study’s goals are adding 

knowledge on the arm of the relativistic relativistic science in specifically a 

mathematical solution form of the Klein-Gordon equation in Roberson-Walke 

spacetime. 

These studies use literature and calculated studies method mathematical. 

From these research it contends that a solution obtained still a wave function for a 

flat space case ( 0)k =  of the host less mass, and the power function law with the 

dominance of material radiation, and based on its function resulting on their magnetic 

quantum numbers and orbital quantum numbers. 

 

Key word : The Klein-Gordon Equation, Robertson-Walker spacetime. Mamss 

less, domination material, flat space 
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Ê   Operator Energi  

   Konstanta Planck 

2    Fungsi Laplacian 

   Fungsi D’Alembertian 

2( )a t    Faktor skala yang bergantung waktu 

g    Tensor Metrik Kovarian 

g     Tensor Metrik Kontravarian 

    Fungsi Gelombang 

k    Konstanta Satuan Panjang-2 

r    Jari-jari Lingkaran 

m    Bilangan Kuantum Magnetik 

   Bilangan Kuantum Orbital 

m    Polynomial Legendre 

ds    Elemen Jarak ruang-waktu 

Z    Kombinasi linear Persamaan Bessel 

mY    Fungsi Harmonik Bola Ternormalisasi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 
 

1 BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Fisika Relativistik Einstein merupakan paradigma kontemporer bagi sistem 

yang kelajuan penyusun sistem itu terbandingkan dengan kelajuan cahaya 

(berkelajuan tinggi, relativitas khusus) atau menyangkut gerak benda di sekitar 

materi yang cukup massif (Relativitas Umum). Secara umum teori relativitas 

dibangun atas dua asas yakni asas kovariansi (keseragaman) berbagai hukum 

fisika, dan tak berhingganya nilai batas atas kelajuan cahaya (Bama, 2015).  

Dengan menerima ke dua asas teori relativitas tersebut, berarti kita harus 

mengorbankan pandangan bahwa waktu merupakan besaran mutlak atau absolut 

(berlawanan dengan mekanika klasik). Dengan kata lain kita harus mengorbankan 

pandangan mengenai keserempakan, dimana peristiwa yang terjadi secara 

serempak terhadap seorang pengamat pertama tidaklah serempak terhadap 

pengamat kedua yang bergerak relatif terhadap pengamat. Hal tersebut dapat 

diartikan sebagai “waktu adalah besaran relatif”; bergantung pada keadaan gerak 

pengamat. 

Berdasarkan asas di atas memunculkan konsep ruang-waktu yang terajut 

sedemikian rupa, yang merupakan ruang waktu berdimensi empat datar (dikenal 

dengan ruang Minkowski). Teori yang diajukan Einstein ini sangat revolusioner dan 

mengubah cara berfikir orang tentang alam semesta saat ini. Alam Newton yang 

menempatkan ruang dan waktu sebagai dua entitas yang terpisah dan absolut 

digoyahkan oleh konsep ruang-waktu Einstein ini. Melengkapi atau menyempurnakan 

teori relativitas khususnya, pada tahun 1916, Albert Einstein mempublikasikan teori 

relativitas umum yang menyangkut gerak benda di sekitar materi yang cukup masif. 

Menurut Einstein, ruang di sekitar benda merupakan medan gaya berat seperti halnya 

medan magnet di sekitar batang magnet; kemudian kemunculan medan gaya berat 

itu disebabkan oleh ruang waktu berdimensi empat di sekitar benda melengkung 

(Bama 2015). 
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Prinsip relativitas khusus yang digagas oleh Einstein secara umum telah 

diterima di dalam ranah fisika. Oleh karena itu, tanpa terkecuali, teori kuantum yang 

benar juga harus memenuhinya. Prinsip yang paling mendasarnya adalah hukum 

gerak yang sah pada suatu system inersial harus dapat dirumuskan ke dalam bentuk 

Kovarian Lorentz. Oleh karena itu, dengan menggunakan konsep momentum dan 

energi relativistik, dilakukan modifikasi persamaan gelombang Schrodinger, di 

antaranya dilakukan oleh Klein-Gordon, Dirac, dan Weyl yang menghasilkan 

persamaan secara berturut-turut dikenal dengan Persamaan Klein-Gordon, 

Persamaan Dirac, dan Persamaan Weyl. Persamaan-persamaan tersebut 

selanjutnya membangun teori kuantum relativistik, yang akhirnya dieksplorasi lebih 

lanjut melalui Teori Medan Kuantum (Quantum Field Theory). 

Terkait dengan ketiga teori di atas, yakni Persamaan Klein-Gordon, Persamaan 

Dirac, dan Persamaan Weyl, ketiganya (dalam literatur resmi atau buku-buku teks) 

diturunkan dalam konteks teori relativitas khusus di ruang-waktu datar (ruang 

Minkowski). 

Di samping itu, teori relativitas (umum) menghasilkan ruang-waktu lain baik 

datar maupun lengkung, misal ruang Rieman, Ruang Robertson-Walker, Ruang 

Bianci dan sebagainya. Atas pertimbangan itu dalam Tugas Akhir ini diturunkan 

Persamaan Klein-Gordon di dalam ruang-waktu Robertson-Walker, yaitu ruang yang 

ber-metrik  

( ) 2 2 2 2 2 2 21, 1 ( ) , ( ) , ( ) sing kr R t R t r R t r − − − − −= − − − −  

 

1.2 Perumusan Masalah 

Bagaimana bentuk solusi matematis persamaan Klein-Gordon didalam ruang-waktu 

Robertson-Walker. 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk solusi matematis persamaan Klein-

Gordon di dalam ruang waktu Robertson-Walker. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Menambah hasanah pengetahuan pada Fisika Relativistik khususnya bentuk solsusi 

matematis persamaan Klein-Gordon didalam ruang waktu Robertson-Walker. 
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kemudian dapat menjadi rujukan untuk penyelesaian solusi matematis persamaan 

Klein-Gordon di dalam ruang-waktu yang lain. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini terbatas pada penggunaan persamaan Klein-Gordon dan ruang-

waktu Robertson-Walker untuk kasus ruang datar ( 0)k =  dengan menggunakan 

asumsi untuk kasus Mass less, dan menggunakan power law function dominasi 

materi. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Bab 1 berisi pendahuluan yang meliputi: latar belakang permasalahan, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, dan sistematika 

penulisan. Bab 2 berisi tinjauan pustaka yang meliputiL paradigma Fisika Kuantum, 

paradigma Fisika Relativistik, persamaan Klein-Gordon, dan metrik Robertson-

Walker. Sementara bab 3 berisi tentang metodologi penelitian yang meliputi: waktu 

dan tempat penelitian, metode penelitian, dan diagram alir penelitian. Untuk bab 4 

berisi tentang hasil dan pembahsan mengenai solusi persamaan Klein-Gordon 

dalam ruang-waktu Robertson-Walker. Dan terakhir pada bab 5 berisikan tentang 

kesimpulan yang didapat pada penelitian ini beserta saran untuk pengembangan 

lebih lanjut dari penelitian ini. 
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